UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS
INSTITUTO DE CIENCIAS EXATAS
DEPARTAMENTO DE Fisica

Mecanica Fundamental

Novembro de 2013



i



Conteudo

1 Conceitos Fundamentais — Vetores

1.1 Grandezas Fisicas e Unidades . . . . . ... ... ... ... ... ......
1.2 Grandezas Escalares e Vetoriais . . . . . . . . . . .. ... L.
1.3 Notacao . . . . . . . .
1.4 Defini¢oes Formais e Regras . . . . . . . . . . . .. ... ... ...
1.5 Modulo de um Vetor . . . . . .. .. .
1.6 Vetores Unitarios . . . . . . . . . . . . . . e
1.7 Significado Geométrico das Operagoes Vetoriais . . . . . ... ... .. ...
1.8 O Produto Escalar . . . . ... .. ... ... ... ...
1.9 Alguns Exemplos do Produto Escalar . . . . . .. ... ... ... . .....
1.10 O Produto Vetorial . . . . . . . . .. .. ..
1.11 Interpretacao Geométrica do Produto Vetorial . . . . . . .. .. ... .. ..
1.12 Um Exemplo do Produto Vetorial. Momento de uma Forca . . . . . . . . ..
1.13 Representagao de um dado Vetor em Termos do Produto de um Escalar e um

Unico Vetor Unitdrio . . . . . . o oo
1.14 Produtos Triplos . . . . . . . . . . .
1.15 Mudanca de Sistema de Coordenadas. A Matriz Transformacao . . . . . ..
1.16 Derivada de um Vetor . . . . . . . . . . .. . ... ...
1.17 Vetor Posicao de uma Particula . . . . . . ... ... ... ...
1.18 O Vetor Velocidade . . . . . . . . . . ..
1.19 Vetor Aceleracao . . . . . . . . ..
1.20 Integragao Vetorial . . . . . . . . .. .. .o
1.21 Velocidade Relativa . . . . . . . . . . . ... ...
1.22 Derivadas de Produtos de Vetores . . . . . . . . ... .. ... ... .. ...
1.23 Componentes Normal e Tangencial da Aceleracao . . . . . . . . . .. .. ..
1.24 Velocidade e Aceleragao em Coordenadas Polares Planas . . . . . . . . . ..
1.25 Velocidade e Aceleragao em Coordenadas Cilindricas e Esféricas . . . . . . .

1.25.1 Coordenadas Cilindricas . . . . . . . . . ... . ... ... ......

1.25.2 Coordenadas Esféricas . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. ..
1.26 Velocidade Angular . . . . . . . . . ... L

2 Mecanica Newtoniana — Movimento Retilineo de uma Particula
2.1 As Leis de Newton do Movimento . . . . . . . . . . . . . . ... ... ...
2.2 Primeira Lei de Newton — Referenciais Inerciais . . . . . . . . ... ... ..
2.3 Massa e Forca — Segunda e Terceira Leis de Newton . . . . . . . ... ...

il

0 ~J O DDk W wrH— =

I
W = O O

15
15
16
19
19
19
21
23
24
25
26
28
30
30
32
33



v

CONTEUDO

2.4 Momentum Linear . . . . . . ... L 42
2.5 Movimento de uma Particula . . . . . ... ..o 43
2.6 Movimento Retilineo — Aceleracao Constante . . . . . . . . ... ... ... 43
2.7 O Conceito de Energias Cinética e Potencial . . . . . . ... ... ... ... 45
2.8 Forca em Func¢ao do Tempo — Conceito de Impulso . . . . . . . .. ... .. 47
2.9 Forca Dependente da Velocidade . . . . . . .. . . ... ... ... ... ... 48
2.10 Movimento Vertical num Meio Resistivo

Velocidade Terminal . . . . . . . . . . . . .. ... 50
2.11 Variagao da Gravidade com a Altura . . . . . . ... ... ... ... .. .. 51
2.12 Forca Restauradora Linear — Movimento Harmonico . . . . . . .. .. . .. 54
2.13 Consideracoes de Energia no Movimento Harmoénico . . . . . . . .. .. . .. 57
2.14 Movimento Harmonico Amortecido . . . . . . . . . . ... ... .. ... .. 59
2.15 Movimento Harmonico Forcado — Ressonancia . . . . . . . ... ... ... 63
2.16 Movimento sob a acao de uma Forca Periédica nao Senoidal . . . . . . . .. 69
Movimento Geral de uma Particula em Trés Dimensoes 75
3.1 Momentum Linear . . . . . . . . . . . ... 75
3.2 Momentum Angular . . .. ... 76
3.3 O Principio do Trabalho . . . . . . . . . .. ... L 76
3.4 Forgas Conservativas e Campos de Forgas . . . . . . ... .. ... ... ... 7
3.5 A Funcao Energia Potencial para o Movimento Tridimensional . . . . . . . . 7
3.6 Gradiente e o Operador Del em Mecanica . . . . ... ... ... .. .... 78
3.7 Condigoes para a Existéncia de uma Funcao Potencial . . . . . . . ... . .. 79
3.8 Forcas do Tipo Separavel . . . . . . . . . ... 82
3.9 Movimento de um Projétil em um Campo Gravitacional Uniforme . . . . . . 82
3.10 O Oscilador Harmonico em duas e trés dimensoes . . . . . . . . . ... ... 86
3.11 Movimento de Particulas Carregadas em Campos Elétricos e Magnéticos . . 90
3.12 Movimento Vinculado de uma Particula . . . . . . .. ... ... ... ... 93
3.13 O Péndulo Simples . . . . . . . . . 96
3.14 Solucao mais Precisa do Péndulo Simples e o Oscilador nao Linear . . . . . . 97
3.15 Solucao Exata do Movimento do Péndulo Simples por Meio de Integrais Elipticas 99
3.16 O Problema Isocronico . . . . . . . . . . .. ..o 101
3.17 O Péndulo Esférico . . . . . . . .. ..o 102
Dinamica de um Sistema de Muitas Particulas 113
4.1 Centro de Massa e Momentum Linear . . . . . . . ... ... ... ...... 113
4.2 Momentum Angular do Sistema . . . . . ... ... 115
4.3 Energia Cinética do Sistema de Particulas . . . . ... ... ... ... ... 117
4.4 Movimento de Dois Corpos que Interagem — Massa Reduzida . . . . . . .. 118
4.5 ColiSOES . . . . . . e 119
4.6 Colisao Obliqua e Espalhamento. Comparacao das Coordenadas do Labo-

ratério e do Centro de Massa . . . . . . . . .. .. Lo 121
4.7 Impulso em Colisdes . . . . . . . . . . 125
4.8 Movimento de um Corpo com Massa Varidvel — Movimento de um Foguete 126



CONTEUDO v

5 Mecanica dos Corpos Rigidos

Movimento no Plano 131
5.1 Centro de Massa de um Corpo Rigido . . . . . . ... ... ... ... .... 131
5.2 Alguns Teoremas sobre o Equilibrio Estatico de um Corpo Rigido . . . . .. 134
5.3 Rotagao de um Corpo Rigido em Torno de um Eixo Fixo — Momento de Inércial35
5.4 Calculo do Momento de Inércia . . . . . . ... ... ... 137
5.5 O Péndulo Fisico . . . . . . . . . . 143
5.6 Teorema Geral Relativo ao Momentum Angular . . . . .. . ... ... ... 145
5.7 Movimento Laminar de um Corpo Rigido . . . . . . . ... . ... ... ... 146
5.8 Corpo Rolando em um Plano Inclinado . . . . . . .. ... ... ... .... 147
5.9 Movimento de um Corpo Rigido Sob a Ag¢ao de uma Forga Impulsiva . . . . 151

5.10 Colisoes de Corpos Rigidos . . . . . . . . . . ... . . oL 155



vi

CONTEUDO



Capitulo 1

Conceitos Fundamentais — Vetores

Em qualquer teoria cientifica, e em mecanica em particular, é necessario comecgar com certos
conceitos primitivos. Necessitaremos também fazer um certo niimero de suposigoes razoaveis.
Dois dos conceitos mais basicos sao espago e tempo. No nosso estudo inicial da ciéncia
do movimento, mecanica, vamos supor que o espaco fisico das experiéncias comuns é des-
crito adequadamente pelo espago matematico tridimensional da geometria euclidiana. E em
relagao ao conceito de tempo, vamos supor que uma sequéncia ordenada de acontecimentos
pode ser medida numa escala de tempo absoluta e uniforme. Vamos supor ainda que o espaco
e tempo sao entidades distintas e independentes. Mais tarde, quando estudarmos a teoria
da relatividade, reexaminaremos os conceitos de espaco e de tempo e veremos que eles nao
sao independentes e nem absolutos. Porém, isto é um assunto ao qual retornaremos depois
de estudarmos os fundamentos classicos da mecanica.

Para definir a posicao de um corpo no espaco, é necessario ter um sistema de referéncia.
Em mecanica, usamos um sistema de coordenadas. O tipo basico de sistema de coordenadas
que satisfaz aos nossos propésitos é o Sistema de Coordenadas Cartesianas ou retangulares,
um conjunto de trés linhas retas ou eixos mutuamente perpendiculares. Especificaremos a
posicao de um ponto em tal sistema através de trés niimeros ou coordenadas, x, y, e z. As
coordenadas de um ponto mével mudam com o tempo, isto é, elas sao funcoes da quantidade
t medida na nossa escala de tempo.

Um conceito muito util em mecanica é o de particula ou ponto de massa, uma entidade
que tem massa (o conceito de massa serd discutido no capitulo 2), mas nao tem extensao
espacial. Rigorosamente falando a particula é uma idealizacao que nao existe — mesmo um
elétron tem um tamanho finito — mas a ideia é 1til como uma aproximacao de um corpo
pequeno, ou seja, um corpo cujo tamanho seja relativamente sem importancia numa discussao
particular. A Terra, por exemplo, pode ser tratada como uma particula em mecanica celeste.

1.1 Grandezas Fisicas e Unidades

Os resultados experimentais da fisica sao expressos em termos de certas entidades fundamen-
tais chamadas grandezas fisicas — por exemplo, comprimento, tempo, forca e outras. Uma
grandeza fisica é algo que pode ser medido quantitativamente em relagao a alguma unidade
escolhida. Quando dizemos que o comprimento de um certo objeto ¢, digamos 7 polegadas,
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queremos dizer que a medida quantitativa 7 é a relagdo (razao) do comprimento daquele
objeto para o comprimento da unidade (1 polegada). Observamos que é possivel definir
todas as unidades das grandezas fisicas da mecanica em termos de apenas trés unidades
bésicas, ou seja comprimento, massa e tempo.

A UNIDADE DE COMPRIMENTO

A unidade padrao de comprimento é o metro. O metro era anteriormente definido como
a distancia entre duas marcas numa barra de platina guardada no Museu Internacional de
Padroes Métricos, Sevres, Franca. Atualmente definimos o metro como a distancia ocu-
pada por exatamente 1.650.763,73 comprimentos de onda de luz da linha laranja do isétopo
Kriptonio 86.

A UNIDADE DE MASSA

A unidade padrao de massa é o quilograma. O quilograma é a massa de um bloco de
platina-iridio também guardada no Museu Internacional.

A UNIDADE DE TEMPO

A unidade bésica para a medida de tempo, o segundo, era anteriormente definida em
termos da rotacao da Terra. Mas, como o metro, o segundo é atualmente definido em termos
de um padrao atomico especifico. O segundo é, por defini¢ao, o intervalo de tempo necessario
para exatamente 9.192.631,770 oscilagoes de uma transicao atomica particular do isétopo do
Césio de nimero de massa 133.

O sistema de unidades acima é chamado de sistema MKS. (Neste sistema existe uma
quarta unidade, o Coulomb, que é usado para definir unidades elétricas). Os padroes
atomicos modernos de comprimento e tempo neste sistema nao sao apenas mais precisos
do que os padroes anteriores, mas sao também universalmente reproduziveis e indestrutiveis.
Infelizmente, ainda nao é no presente tecnicamente factivel empregar um padrao atémico de
massa.

Na verdade, nao existe nada particularmente especial a respeito das quantidades fisicas
comprimento, massa e tempo como um conjunto basico para definir unidades. Outros con-
juntos de quantidades fisicas podem ser usados. Os chamados sistemas gravitacionais usam
comprimento, forca e tempo.

Além do sistema MKS, existem outros sistemas em uso comum, ou seja, o CGS, ou
sistema centimetro-grama-segundo, e o PLS, ou pé-libra-segundo. Estes dois tultimos sistemas
podem ser vistos como secundarios com relagao ao sistema MKS porque suas unidades sao
especificamente fragoes definidas das unidades MKS:
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lem =102 m
1g=10"3kg

1 pé = 0,3048 m

1 libra = 0,4536 kg

1.2 Grandezas Escalares e Vetoriais

Uma grandeza fisica que fica completamente especificada por um tnico nimero é chamada
um escalar. Exemplos familiares de escalares sao densidade, volume e temperatura. Mate-
maticamente, escalares sao tratados como nimeros reais comuns. Eles obedecem a todas as
regras algébricas regulares de adicao, subtracao, multiplicacao, divisao e assim por diante.

Existem certas grandezas fisicas que possuem uma caracteristica direcional, como um
deslocamento de um ponto para outro do espaco. Tais grandezas necessitam uma direcao,
sentido e um modulo para as suas completas especificacoes. Estas grandezas sao chamadas
vetores se elas obedecem a regra da adicao do paralelogramo como serd discutido na secao
1.7. (Um exemplo de uma grandeza direcional que nao obedece a regra para adigdo é uma
rotacao finita de um objeto em torno de um dado eixo. O leitor pode prontamente verificar
que duas rotagoes sucessivas em torno de eixos diferentes nao produzem o mesmo efeito
que uma unica rotacao determinada pela regra do paralelogramo. Por ora, todavia nao
examinaremos tais grandezas direcionais nao vetoriais). Além de deslocamento no espago,
outros exemplos familiares de vetores sao velocidade, aceleracao e forga. O conceito de vetor
e o desenvolvimento de toda uma matematica de quantidades vetoriais tem sido indispenséavel
ao desenvolvimento da ciéncia da Mecanica. O resto deste capitulo sera em sua maior parte
voltada a um estudo da matematica de vetores.

1.3 Notacao

Quantidades vetoriais sao representadas em imprensa por tipo em negrito, por exemplo A,
enquanto tipo italico representa quantidades escalares. Em trabalho manuscrito é costume
usar uma flecha, K, para representar um vetor.

Especificamos um vetor A por seu médulo, sua direcao e sentido em relagao a algum sis-
tema de referéncia escolhido. Diagramaticamente, representamos um vetor por um segmento
de linha direcionada, como mostrado na Figura 1.1.

Um vetor pode também ser especificado relacionando-se suas componentes ou proje-
¢oes sobre os eixos coordenados. O sfmbolo de componentes [A,, A,, A.] serd usado como
uma representacao alternativa de um vetor. O lado direito da equacao A= (A, Ay, A,
exprime o vetor A em termos de suas componentes num sistema de coordenadas particular.
(Consideremos subentendido o uso do sistema de coordenadas cartesianas, a menos que seja
dito o contréario). Por exemplo, se o vetor A representa um deslocamento de um ponto
Py (21,11, 21) até o ponto Pa(x2,ya, 22), entdo A, = xo— 21, Ay =y —y1, A, = 20— 21. Se A
representa uma forca entao A, é a componente z da forga, e assim por diante. Evidentemente,
os valores numéricos das componentes escalares de um dado vetor dependem da escolha dos
eixos coordenados.
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Ax

X

Figura 1.1: Componentes de um vetor em coordenadas cartesianas.

Restringindo a discussao a vetores contidos num plano, somente duas componentes sao
necessarias. Por outro lado, podemos definir um espago matematico de qualquer niimero de
dimensoes. Entao o simbolo [A;, Ay, As, ..., A,] representa um vetor n—dimensional. Neste
sentido abstrato um vetor é um conjunto ordenado de ntmeros.

1.4 Definicoes Formais e Regras

Comecamos o estudo da algebra vetorial com algumas defini¢coes formais sobre vetores.

1. Igualdade de Vetores

A equacao A=Bou

[A.T) Ay7 Az] - [B;w Bya Bz]

é equivalente as trés equagoes
A, =B, A, =B, A, =B,

Isto é, dois vetores sao iguais se, e somente se, suas respectivas componentes forem iguais.

2. Adicao de Vetores

A adicao de dois vetores é definida pela equacao
A+B=[4, Ay, A]+[Bs. By, B] = [As + By, Ay + By, A, + B

A soma de dois vetores é um vetor cujas componentes sao as somas das componentes dos
vetores dados.

3. Multiplicacao por um Escalar
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Se ¢ é um escalar e A é um vetor,
A = c[A,, Ay, A)] = [cAy, cA,, cA.] = Ac

O produto cA é um vetor cujas componentes sao ¢ vezes aquelas de A.

4. Subtracao de Vetores

Subtracao é definida como se segue:

A-B=A+(-1)B=[A, — By, A, — B,, A, — B.]

5. O Vetor Nulo
O vetor 0 = [0,0,0] é chamado de vetor nulo. A direc¢ao e sentido do vetor nulo nao sao
definidas. De (4) segue-se que A — A = 0. Desde que nao haja confusiao quando o vetor nulo
for representado por um “zero”, usaremos daqui para a frente a notacao 0 = 0.
6. A Lei Comutativa da Adicao
Esta lei é valida para vetores; isto é,
A+B=B+A

desde que A, + B, = B, + A,, e da mesma forma para as componentes y e z.

7. A Lei Associativa

A lei associativa é também verdadeira, porque

A+ (B+C) = [At(Ba+Co), A+ (By+Cy), A, + (B, + C.)]
[(As + By) + Co, (Ay + By) + Cy, (A + B.) + C.]
= (A+B)+C

8. A Lei Distributiva

A lei distributiva é valida na multiplicagdo de um vetor por um escalar porque, de (2) e
(3)
¢(A+B) = ¢[A,+ By, A, + B,, A, + B.]
= [c(Ay + By),c(Ay + By), c(A, + B,)]
= [cA; +cBy,cAy+ By, cA, + cB,]
= cK + c]:j;

Entao os vetores obedecem as regras da algebra ordinaria enquanto estivermos conside-
rando as operacoes acima.
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1.5 Modbdulo de um Vetor

O moédulo de um vetor X, representado por \A] ou por A, é definido como a raiz quadrada
da soma dos quadrados das componentes, ou seja,

A=A = /A2 + A2 + A2 (1.1)

Geometricamente o médulo de um vetor é seu comprimento, isto é, o comprimento da dia-
gonal do paralelepipedo retangular cujos lados sao A,, A, e A..

1.6 Vetores Unitarios

Um vetor unitario ¢ um vetor cujo médulo é unitario. Vetores unitarios sao frequentemente
representados pelo simbolo € da palavra alema einheit. Os trés vetores

& = [1,0,0] €, =10,1,0] g, =[0,0,1] (1.2)

sao chamados vetores unitdrios ou vetores base. Qualquer vetor pode ser expresso em termos
de vetores base como uma soma vetorial de componentes como se segue:

—

A=1[A,, A, A)] = [A,,0,0]+[0,A,,0]+[0,0,A.]
= A,[1,0,0] + A,[0,1,0] + A,[0,0, 1]
= GA, +8,A, +8.A, (1.3)

Figura 1.2: Os vetores coordenados unitarios 17 k.

Uma notagao amplamente usada para vetores unitarios Cartesianos sao as letras 1, J e k, ou
seja
1=¢, T=2¢, k=¢€,

Daqui para a frente usaremos sempre essa notacao.
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As diregoes dos vetores unitérios sao definidas pelos eixos coordenados (Figura 1.2). Eles
formam uma triade orientada pela regra da mao direita ou pela mao esquerda, dependendo
de qual sistema de coordenadas é usado. E costume usar sistemas coordenados orientado de
acordo com a mao direita. O sistema mostrado na Figura 1.2 é orientado de acordo com a
mao direita.

1.7 Significado Geométrico das Operacoes Vetoriais

Se representarmos um vetor por um segmento de linha orientado, interpretaremos facilmente
as definicoes enunciadas acima como se segue:

1. Igualdade de Vetores

Se dois vetores sao iguais entao os vetores sao paralelos e tétm o mesmo comprimento,
mas nao tém necessariamente a mesma posi¢ao. A Figura 1.3, bidimensional para maior
clareza, mostra dois vetores iguais.

Y A=B
A
By A B
A
Ay
O Ax Bx x

Figura 1.3: Ilustrando igualdade de vetores.

Observe que os vetores formam lados opostos de um paralelogramo. (Vetores iguais nao
sao necessariamente equivalentes em todos os casos. Entao duas forcas vetorialmente iguais
atuando em diferentes pontos de um objeto podem produzir diferentes efeitos mecéanicos).

2. Adicao de Vetores

A soma vetorial de dois vetores é igual ao terceiro lado de um triangulo, dois lados do
qual sdo os vetores dados. A soma vetorial esta ilustrada na Figura 1.4. A soma é dada
também pela regra do paralelogramo, como mostrado na Figura. (A soma vetorial é definida
de acordo com a definigdo dada na segao 1.4 (2), mesmo se os vetores ndo tém um ponto
comum).

3. Multiplicacao de um Vetor por um Escalar
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y C=A+B=B+A
BY B C B
Ay A

0 Ac By X

Figura 1.4: Adicao de dois vetores.

O vetor cA é paralelo a A e tem ¢ vezes o comprimento de A. Quando ¢ = —1, o vetor
—A tem a mesma dire¢ao e sentido oposto a A, como mostrado na Figura 1.5.

Figura 1.5: O negativo de um vetor.

1.8 O Produto Escalar

Dado dois vetores A e B o produto escalar ou produto interno, A 1§, é o escalar definido
pela equacao

K. B=A,B, +A,B, + A.B, (1.4)

Segue-se dessa definicao que

— —

A.B=B.A (1.5)

Desde que A, B, = B, A, e assim por diante. Segue-se também que

—

A . B+C =A.B+A.C (1.6)
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porque se aplicarmos a defini¢ao (1.4) em detalhes

K. (B+C) = AuB.+C.)+ Ay (B, +C,)+A.(B. +C.,)
AB+AB—|—AB+AC’—|—AC—|—AC’
A.B+A.C

Da geometria analitica lembramos a férmula para o cosseno do angulo entre dois segmentos

de linha
A,B, +A,B,+ A.B,

VAZ+ A2+ A2 /B2 4 B2 + B?

cosf =

Usando as equagoes (1.1) e (1.4), a formula acima pode ser escrita

cosf = @
AB
ou
A . B=ABcos# (1.7)

A equacao acima pode ser vista como uma defini¢ao alternativa do produto escalar. Geome-
tricamente, A.Bé igual ao comprimento da projegao de A sobre B vezes 0 comprimento
de B.

Se o produto escalar A.Bé nulo, entao Aé perpendicular a ]§, desde que nem A nem
B sejam nulos.

O quadrado do médulo de um vetor A ¢ dado pelo produto escalar de A com ele mesmo,

A2=|AP=A A

Das defini¢oes dos vetores unitarios 1, J e k, fica clara a validade das seguintes relagoes

= 1
~ 0 (1.8)

’—‘l '—'l

J.-7=k.
—T.k=7.

~1 W‘l

L‘l =l

1.9 Alguns Exemplos do Produto Escalar

1. Componente de um Vetor. Trabalho

Como exemplo de um produto escalar, suponha que um objeto sob a acao de uma forca
constante (o conceito de forga serd discutido mais tarde no Capitulo 2), sofre um desloca-
mento linear Ag, como é mostrado na Figura 1.6. Por definicao, o trabalho AW realizado
pela forca é dado pelo produto da componente da forca F na direcao Ag, multiplicado pelo
modulo AS do deslocamento, isto é,

AW = (F cos0)AS

onde 6 é o angulo entre Fe Ag, isto ¢,

—

AW =F . AS
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b

AS

Figura 1.6: Uma forca submetida a um deslocamento.

2. Lei dos Cossenos

Consideremos um triangulo cujos lados sao X, B e é, como mostrado na Figura 1.7.
Entao C = A + B. Vamos fazer o produto escalar de C com ele mesmo

)

ws]]

¢.C = (A+B)

(A
— A.A+2A .

W+

B.B

+

A segunda passagem segue-se da aplicagao das regras nas equagoes (1.5) e (1.6). Vamos
substituir A . B por AB cosf para obter

C? = A? + B2 +2ABcosf

que € a conhecida lei dos cossenos. Este ¢ apenas um dos exemplos do uso da algebra vetorial
para provar teoremas em geometria.

‘\9

A

Figura 1.7: A lei dos cossenos.

1.10 O Produto Vetorial

Dado dois vetores A e ]§, o produto vetorial A x ]§, ¢ definido pelo vetor cujas componentes
sao dadas pela equacao

AxB=[A,B. - A.B,, A.B, — A,B., A,B, — A,B,] (1.9)
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A interpretacao geométrica do produto vetorial é dada na secao 1.11. Podemos mostrar que
as seguintes regras se aplicam para a multiplicacao vetorial.

AxB=-BxA (1.10)
AxB+C) =AxB+AxC (1.11)
n(A x B) = n(A) x B= A x n(B) (1.12)

As provas destas relacoes decorrem diretamente das definigoes e vamos deixa-las como exer-
cicio.

De acordo com as defini¢oes algébricas dos vetores unitérios, Equagao (1.2), verificamos
imediatamente que as seguintes relagoes para os produtos vetoriais sao verdadeiras:

IxT=7xT=kxk=0
Txk=T=-kx7J (1.13)
Ixj=k=-JxT
KxT=7=-TxKk

Por exemplo

—

Tx7=[0-0,0-0,1-0]=[0,01 =k

De maneira idéntica verificamos facilmente as outras relacoes.

1.11 Interpretacao Geomeétrica do Produto Vetorial

O produto vetorial expresso em termos dos unitarios TIE é
A xB=1(A,B, — A.B,) +J(A.B, — A,B.) + k(A B, — A,B,)

cada termo entre parénteses ¢ igual a um determinante

oo A A LA A, A, A,
AxB=Tp" 5 |t 5. B, +k|B$ B,
e finalmente ~
R B
AxB=|A4, 4, A, (1.14)
B, B, B

T

0

Yy
que é prontamente verificada pelo desenvolvimento.
A forma determinante é uma ajuda conveniente para se lembrar a definicao de produto
vetorial. Das propriedades de determinante pode-se ver que se Aé paralelo a ]§, isto é, se
A = ¢B entdo as duas tltimas linhas do determinante sio proporcionais e logo o determinante
¢ nulo. Entao o produto vetorial de dois vetores paralelos é nulo.
Vamos calcular o médulo do produto vetorial. Temos

A x B|? = (4,B. — A.B,)* + (A.B, — A,B.)* + (A,B, — A,B,)
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Com um pouco de paciéncia podemos reduzir esta expressao a
A x B = (A2 + A% + A%)(B2+ B2+ B?) — (A, B, + A,B, + A.B.)*
ou usando a definicao de produto escalar, a equacao acima pode ser colocada na forma
A x B> = A2B> — (A . B)?

Tomando a raiz quadrada de ambos os lados da equagao acima e usando a Equagao (1.7),
podemos expressar o modulo do produto vetorial como

|A x B| = ABV1 — cos?0 = ABsenf (1.15)

onde 6 é o angulo entre A e B.

>
>
x

N~ ¥ A

Figura 1.8: O produto vetorial.

Para interpretar geometricamente o produto vetorial, observamos que o vetor C = A x B
é perpendicular a ambos A e B, pois

A.C = AC,+AC,+A.C,
= A, (A,B, — A.B,) + A,(A.B, — A,B.) + A.(A,B, — A,B,)
= 0

Da mesma forma B . C = 0. Entdo o vetor C é perpendicular ao plano que contém os vetores
AeB.

O sentido do vetor C = A x B é determinado a partir da condigao de que os trés vetores
K, B e C formem uma triade “orientada de acordo com a mao direita”, como mostrado na
Figura 1.8. (Isto estd consistente com o resultado previamente estabelecido de que na triade
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orientada de acordo com a mao direita 1)k temos 1'x = k). Consequentemente, da equacao
(1.15) vemos que podemos escrever

—

A x B = (ABsen )it (1.16)

Onde 1 é um vetor unitario normal ao plano dos dois vetores A e B. O sentido de & é dado
pela regra da mao dlrelta isto ¢, a dire¢ao de avango de um parafuso de rosca direita girando
da posicao positiva de A para a de B através do menor angulo entre eles, como esta ilustrado
na Figura 1.8. A Equagao (1.16) pode ser entendida como uma defini¢do alternativa do
produto vetorial.

Exemplos

— —

1. Dados os dois vetores A = 2T+ T E, B= =7+ QE, encontre A . B e A x B.

>

us]l

I
>
=

_|_

(-1 +(-1)@2)=2-1-2=-1

T
AxB=|2 1 —1|=2-1+j-1-4+K-2-1)=T-5-3k
1

2. Encontre o angulo entre A e B. Temos, da definicao de produto escalar,

—

A.B -1 1
AB 2124 ( \/12 2oz V66 6

Logo 6 = arccos(—¢) = 99, 6°.

cosf =

1.12 Um Exemplo do Produto Vetorial. Momento de
uma Forca

A representagao dos momentos constitui uma aplicagao 1til do produto vetorial. Considere-
mos uma for¢a F atuando em um ponto P(x,y, z), como mostrado na Figura 1.9, e vamos
representar o vetor OP por T, isto é

— —

OP =7 =r,7+r,J+r.k
o momento N, ou o Torque, em relacao a um dado ponto O é definido como o produto vetorial
N=rxF (1.17)

Entao o momento de uma forca em relagao a um ponto é uma quantidade vetorial tendo
modulo, direcao e sentido. Se uma tnica forca for aplicada em um ponto P de um corpo
livre para girar em torno de um ponto fixo O como um pivot, entao o corpo tende a girar. O
eixo desta rotacao é perpendicular a forca ﬁ, e é também perpendicular a linha OP. Dessa
maneira a dire¢ao e sentido do torque sera ao longo do eixo de rotacao.



14 CAPITULO 1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

N=rXEF

Figura 1.9: O momento de uma Forca.

O médulo do torque é dado por
IN| = [fx F| = rFsen# (1.18)

onde 6 é o angulo entre T e F. Logo |N| pode ser visto como o produto do médulo da forca
pela quantidade r sen 6 que é exatamente a distancia perpendicular da linha de acao da forca
ao ponto O.

Quando vérias forgas sao aplicadas a um tnico corpo em pontos diferentes os momentos
se somam vetorialmente. Isto decorre da lei distributiva de multiplicacao vetorial, Equacao
(1.11). A condigao para equilibrio de rotacao é que a soma vetorial de todos os momentos

seja zero: . B

Uma discussao mais completa disto sera dado mais tarde no Capitulo 5.



1.13. REPRESENTACAO DE UM DADO VETOR 15

1.13 Representacao de um dado Vetor em Termos do
Produto de um Escalar e um Unico Vetor Unitario

Consideremos a equacao ~
A=TA, +JA, + kA,

vamos multiplicar e dividir o lado direito pelo médulo de A

a A, A, A
A—A(f”“ﬁ%k")
A TA TR
Agora Aj = cos a, % =cosfl e Aj — cos~y sdo os cossenos diretores do vetor A e a, B e

sao os angulos de direcao. Entao podemos escrever
A = A(Tcosa + Tcos 8 + k cos v) = Alcos a, cos 3, cos 7]

ou
A= An (1.19)
onde 1 ¢ um vetor unitdrio cujos componentes sao cos a, cos 5 e cos?.
Considere qualquer outro vetor B. Sem duvida, a projecao de B em A é exatamente
B.A
BCOSQ:T:B.IT (1.20)

onde 6 é o angulo entre AeB.

Exemplo

Encontre um vetor unltarlo perpendicular ao plano que contém os dois vetores
A—21+J—keB—1—J+2k
Do exemplo 1, temos

logo
g _ AxB _ I-sj-sk
T |AxB V12452132

1.14 Produtos Triplos

A expressao
A . (BxCQC)
¢ chamada triplo produto escalar de A, B e C. E um escalar desde que é o produto escalar

de dois vetores. Lembrando-se da expressao em forma de determinante do produto vetorial,
Equacao (1.14), vemos que o triplo produto escalar pode ser escrito

A A A
A.BxC=|B, B, B, (1.21)
c, ¢, C,
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Usando a conhecida propriedade de determinantes de que a troca de termos de duas linhas
ou de duas colunas muda o sinal mas nao muda o valor absoluto do determinante, podemos
obter a seguinte expressao bastante 1til:

—

A . BxC =AxB).C (1.22)

A expressao
A x (BxC)
é chamada Triplo Produto Vetorial. Deixamos o leitor provar que a seguinte equacao € valida
para o triplo produto vetorial

— —

AxBxC) =(A.CB-(A.B)C (1.23)

1.15 Mudanca de Sistema de Coordenadas. A Matriz
Transformacao

—

Consideremos o vetor A representado pela triade 17k,

A =74, +7A, + kA,

—
l

relativamente a uma nova trfade 7 j’ k' tendo orientacao diferente daquela de T ] k 0 Mesmo

vetor A é representado por
A= I’Azl —|—J/Ay/ + k/Az/

Mas o produto escalar A . 1’ é exatamente A,/, isto é, a projecao de A no vetor unitario 1.
Entao podemos escrever

Ay =A 7 = @T.0A,+(GF. DA, + (k. 1A,
Ay =A.J = @.NA+G. DA, + (K. A, (1.24)
A=A K = . K)A, +F. K4, + (K. K)A,

Os produtos escalares (1. v ), (1. J_;), e os demais, sao chamados de coeficientes de transfor-
magao. Eles sao iguais aos cossenos diretores dos eixos do sistema de coordenadas com linha
relativamente ao sistema sem linha. Podemos expressar as componentes sem linha da mesma
forma como,

A=K .7 = (7 . DA+ (7 . DAy + (K . DA,
A=K .7 = (0 DA+ (G . DAy + (K . DA (1.25)
A =K. K = (. BAs+( . KA, + (K . KA.

Todos os coeficientes de transformacao na Equagao (1.25) também aparecem na Equagao
(1.24), porque 7. 1V =1 . T, etc., mas aqueles nas linhas (equagoes) das Equagoes (1.25) apa-
recem nas colunas de termos nas Equagoes (1.24) e ao contrario. As regras de transformacao
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expressas nestes dois conjuntos de equacgoes sao propriedades gerais de vetores. Na verdade,
elas constituem uma maneira alternativa de se definir vetores'.

As equacoes de transformacao sd@o convenientemente expressas em notacao matricial.
Entao a Equacdo (1.24) é escrita

A, T.Y 7.7 K.Y A,
Ay, | =] 1. 7y 7.7 k.7 A, (1.26)
Ay T. J Il:l Elzl A,

A matriz 3 X 3 na equagao acima é chamada a matriz transformacao. Uma vantagem da
notacao matricial é que transformacoes sucessivas sao prontamente executadas por meio de
multiplicagao de matrizes.

O leitor observara que a aplicagao de uma dada matriz transformagao em um certo vetor
A é também equivalente formalmente a girar aquele vetor dentro do sistema de coordenadas
(fixo) sem linha, as componentes do vetor girado sendo aquelas dadas pela Equagao (1.26).
Entao rotagoes finitas podem ser representadas por matrizes. (Observe que o sentido de
rotacao do vetor neste contexto é o oposto do sentido de rotacao do sistema de coordenadas

no contexto anterior).

Exemplos

1. Escreva o vetor A = 3T+ 27+ k em termos da triade 1)’k onde os eixos z'y’ estao
girados de 45° em torno do eixo z. z e 2z’ s@o eixos coincidentes, como mostra a Figura 1.10.
Baseando-nos na figura, temos para os coeficientes de transformacao

_1/\/_

=—-1/V2
"'=0

lL‘\l ’_'\1
[

W‘l W‘l W‘l

=l ’_‘l ot
lb\l \1

0
0
1

= ==
—
I
—
~ T
S

Destas relagoes tiramos
PR + R — —_

Entao, no sistema linha, o vetor A é dado por

Ay = Ay =1

2. Encontre a matriz transformacao para uma rotagao do sistema de coordenadas linha de
um angulo ¢ em torno do eixo z.

(O exemplo anterior é um caso especial deste). Temos
=y ;r' = o3¢
J.'=-1.) =sen¢
kK.K=1

Veja, por exemplo, L.P. Smith, Mathematical Methods for Scientists and Engineers, Prentice Hall,
Englewood Cliffs, N.J., 1953.
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Y4

ol

450

X'

Figura 1.10: O eixo linha O'z'y’Z" estao girados de 45° em torno do eixo z.

e todos os outros produtos sao nulos. Entao a matriz transformacao é

cos¢p sen¢ 0
—sen¢ cos¢ 0
0 0 1

E evidente a partir do exemplo acima que a matriz transformagao para a rotacgao em torno
de um eixo coordenado diferente, digamos em torno do eixo y de um angulo 6, serd dado
pela matriz

cos@ 0 —senf

0 1 0
senf 0 cos@

Consequentemente a matriz para a combinagao de duas rotacoes, a primeira sendo em torno
do eixo z (angulo ¢) e a segunda sendo em torno do novo eixo 3’ (angulo ¢) é dada pelo
produto matricial

cosf 0 —senf cos¢ sen¢g 0 cosfcos¢p cosfsengp —send
0 1 0 —sen¢p cos¢p 0 |=| —seno¢ cos ¢ 0
senff 0 cosf 0 0 1 senflcos¢ senflsen¢ cosb

A multiplicacao matricial é, em geral, nao comutativa. Entao podemos esperar que se
a ordem das rotagoes forem trocadas, e dessa maneira a ordem da multiplicacao matricial
na esquerda, o resultado final sera diferente. Isto é verdade e o leitor podera verificar. Isto
estd de acordo com uma observagao feita anteriormente, ou seja, de que rotagoes finitas nao
obedecem a lei de adicao vetorial e dessa maneira nao sao vetores apesar de uma rotacao
unica ter uma dire¢ao e sentido (o eixo) e um médulo (o angulo da rotacao). Todavia,
mostraremos mais tarde que rotagoes infinitesimais obedecem a lei da adicao vetorial, e
podem ser representadas por vetores.
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1.16 Derivada de um Vetor

Consideremos um vetor A cujas componentes sao fun¢oes de uma tnica variavel u. O vetor
pode representar posicao, velocidade, e assim por diante. O parametro u é normalmente o
tempo t, mas pode ser qualquer quantidade que determina as componentes de A:

A =14, (u) + A, (1) + KA. (u)

A derivada de A com respeito a u é definida, de uma maneira bastante andloga a derivada
ordindria de uma funcao escalar, pelo limite

dh AKX (HAAxPAAMEAAZ)
du ~ duso Au awso\ Au ) Aw Au
onde AA, = A,(u+ Au) — A, (u), e assim por diante. Logo
dA  dA, _dA, - dA.

A derivada de um vetor, desse modo, é um vetor cujas componentes sao derivadas ordinarias.
Segue-se das equacoes acima que a derivada de uma soma de dois vetores é igual a soma
das derivadas, ou seja
d . dA dB

(A D)= (1.28)

Regras para diferenciar produtos vetoriais serao tratadas mais tarde na Secao 1.22.

1.17 Vetor Posicao de uma Particula

Em um dado sistema de referéncia a posicao de uma particula pode ser especificada por um
unico vetor, ou seja, o deslocamento da particula em relagao a origem do sistema de coorde-
nadas. Este vetor é chamado de wvetor posicao da particula. Em coordenadas retangulares,
Figura 1.11, o vetor posicao ¢ simplesmente

F=Te+Jy+kz

As componentes do vetor posi¢ao de uma particula em movimento sao fungdes do tempo, ou
seja

1.18 O Vetor Velocidade

Na Equacao (1.27) demos a definigao formal da derivada de qualquer vetor em relagao a
algum parametro. Em particular, se o vetor for o vetor posicao I de uma particula em
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Figura 1.11: O vetor posicao.

movimento e o parametro for o tempo ¢, a derivada de T relativamente a t serd chamada de
velocidade, que representaremos por v. Logo

dr

%:T:)&Jrijrlzz' (1.29)

vV =
onde os pontos indicam diferenciacdo em relagao a t. (Esta convengao é padrao e serd
usada doravante neste livro). Vamos examinar o significado geométrico do vetor velocidade.
Suponha que uma particula esteja em uma certa posigao no instante t. Em um instante At
mais tarde ela terd se movido da posicao (t) para a posigao 1(t+ At). O vetor deslocamento
durante o intervalo de tempo At é

AT = £t + At) — £(t)

de modo que o quociente AT/At é um vetor que é paralelo ao deslocamento. A proporgao
que consideramos intervalos de tempo cada vez menores, o quociente Ar/At se aproxima
de um limite dr/dt que chamamos velocidade. O vetor dr/dt expressa a dire¢do, o sentido
e o modulo da velocidade. A Figura 1.12 mostra isto graficamente. No intervalo de tempo
At a particula move-se ao longo da trajetoria de P para P’. Quando At se aproxima de
zero, o ponto P’ se aproxima de P, e a dire¢ao do vetor AT/At se aproxima da diregdo da
tangente a trajetéria em P. O vetor velocidade, desse modo, é sempre tangente a trajetoria
do movimento.

Chamamos o médulo do vetor velocidade simplesmente de velocidade. Em componentes

retangulares a velocidade ¢é
v=|V] =22+ 9>+ 22 (1.30)

Se chamarmos a distancia escalar ao longo da trajetoria de s, entao podemos alternativa-
mente expressar a velocidade como

ds _ . As /(A4 (AyP o+ (A2)

U= % :A}E}oﬂ :A};—m At

que se reduz a expressao da direita da Equacao (1.30).
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1.19. VETOR ACELERACAO
b

//Iinha tangente
ao ponto P

Figura 1.12: Vetor deslocamento de uma particula em movimento.

1.19 Vetor Aceleracao

A derivada da velocidade em relagao ao tempo é chamada de aceleragdo. Representando a

aceleragao por a, temos
av - d¥
g L 1.31
YT T ae (1.31)
Em componentes retangulares
A=Ti+7§+k2 (1.32)

Entao aceleracao ¢ uma quantidade vetorial cujas componentes, em coordenadas retangula-
res, sao as derivadas segundas das coordenadas de posi¢ao de uma particula em movimento.

A representagao de & em componentes tangencial e normal serd discutido na Sec¢ao 1.23.

Exemplos
1. Vamos examinar o movimento representado pela equacgao

t2
J ) +kO0

t(t) =1bt +7(ct — 5

que representa um movimento no plano xy, desde que a componente z é constante e igual a

zero. A velocidade v é obtida diferenciando-se em relagao ao tempo, ou seja,

d—i
V:d—isz+f(c—gt)

A aceleracao, do mesmo modo, é dada por
v .
=—-Jg

a=—

dt
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Entao & é no sentido negativo da direcao y e tem magnitude constante g. A trajetéria
do movimento é uma pardbola, como mostrado na Figura 1.13. (Esta equagao realmente
representa o movimento de um projétil). A velocidade v varia com t de acordo com a equagao

v = /b + (c— gt)?

0o X

Figura 1.13: Vetores posicao, velocidade e aceleracao de uma particula movendo-se em uma
trajetoria parabdlica.
2. Suponha que o vetor posicao de uma particula seja dado por

I'=Thsenwt + 7bcoswt + ke

Vamos analisar o movimento. A distancia a origem permanece constante

] = r = Vb2sen2 wt + b2 cos? wt + c2 = Vb2 + 2
Diferenciando r, encontramos

dr -
V= e Thw coswt — JTbw sen wt + k0
Desde que a componente z de v é zero, o vetor velocidade é paralelo ao plano xy. A particula

se movimenta em sua trajetéria com velocidade constante

v = |[V| = Vb%w? cos? wt + b2w? sen? wt = bw
A aceleracao
dv
dt
¢é perpendicular a velocidade, pois o produto escalar de v e a se anula

-

a= = —Thw?sen wt — 7bw? cos wt

-

V. &= (bwcoswt)(—bw?senwt) + (—bw sen wt)(—bw* coswt) = 0

Além disso, a aceleracao é perpendicular ao eixo z, como mostrado na Figura 1.14, porque

—

g.k=0 A trajetéria real é um circulo de raio b contido no plano z = ¢. O movimento
estd ilustrado na Figura 1.14.
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X

Figura 1.14: Vetores posicao, velocidade e aceleracao de uma particula movendo-se em um
circulo.

1.20 Integracao Vetorial

Consideremos o caso em que a derivada em relagdo ao tempo de um vetor 1’ seja dada em
coordenadas retangulares onde cada componente é uma funcao conhecida do tempo, ou seja,

dr

= =TH) +TH0) +KA(®)

E possivel integrarmos em relagao ao tempo para obter

F:T/fl(t)dtJrI/fg(t)dtJrE/fg(t)dt (1.33)

Trata-se evidentemente do inverso do processo de encontrar o vetor velocidade, quando o
vetor posicao é dado como funcao do tempo. O mesmo se aplica ao caso em que a aceleracao
¢ dada como uma funcao do tempo e uma integracao nos leva a velocidade.

Exemplo

O vetor velocidade de uma particula em movimento é dado por
-C
V=TA+7Bt+k n

onde A, B e C' sao constantes. Encontre 1.
Por integracgao, obtemos

L Cdt 2 -
F:T/Adt+I/Btdt+k/T:*At+IB§+kClnt+f0

O vetor 1 é a constante de integragao.
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1.21 Velocidade Relativa

Consideremos duas particulas cujos vetores posi¢cao sao I e T'p, respectivamente, como mos-
trado na Figura 1.15. O deslocamento da segunda particula com relacao a primeira é a
diferenga 15 — 17 que chamaremos 5. A velocidade da segunda particula relativamente a

primeira é portanto
dI‘lg d(I‘Q — 1"1) N -
V12 = = = V2 — Vl

dt dt
que chamamos de velocidade relativa. Transpondo vy, temos

Vo = Vi + V12

para a velocidade da particula 2 em relacao a O em termos da velocidade da particula 1 e
da velocidade relativa.

(b)

Figura 1.15: Vetor posicao relativa (a) e vetor velocidade relativa (b) de duas particulas.

Devemos notar que o modulo da velocidade relativa de duas particulas nao é o mesmo
que a variacao temporal da distancia entre elas. Esta ultima quantidade é

d d

el =g

| - =

To —1In

que é diferente, em geral, de |V1s].

Exemplos

1. Uma particula move-se ao longo do eixo x com velocidade v, sendo seu vetor posicao
dado por 17 = 7(a + vt) onde a é uma constante. Uma segunda particula move-se ao longo
do eixo y com mesma velocidade, e seu vetor posigao é Ts = J'(b + vt). Entao a velocidade
da segunda particula em relagao a primeira é

\712 :\72—\71 :TU—TU:U(T—T)
O modulo da velocidade relativa é entao
V12 = U\/§.

Qual é o valor de d|ro|/dt?
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2. Um aro de raio b rola no chao com uma velocidade v para a frente. Encontre a velocidade
em relagao ao chao de um ponto P qualquer da periferia do aro. Primeiro considere a
expressao

Top =1bcosf — 7 bsen 6

onde
0 = wt

Isto representa um movimento circular no sentido horario em torno da origem, o centro
da roda, neste caso. A derivada em relacao ao tempo entao nos di a velocidade de P
relativamente ao centro do aro

Veel = —Tbwsen 6 — 3'bw cos 0

Mas a velocidade angular é w = vy/b, e desde que a velocidade do centro do aro em relagao
ao solo é Ty, entao a velocidade de P em relagao ao solo é

V = Tvg—Tbhwsent — jbwcosl
= Tvp(l —senb) — Jvycos b

A Figura 1.16 mostra os vetores velocidades para varios valores de 6.

Figura 1.16: Vetores velocidade para varios pontos de um aro que rola.

1.22 Derivadas de Produtos de Vetores

Frequentemente é necessario tratar com derivadas dos produtos nA, A . Be A x B onde o
escalar n e os vetores A e B sao fungdes de um tnico parametro u, como na Secao 1.16. Da
definicao geral de derivada, temos

n(u+ Au)A(u + Au) — n(u)Aw)

du Au—0 Au

A(u+ Au) . B(u+ Au) — A(u) . B(w)
du Au—0 Au
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— — —

. A(u+ Au) x B(u + Au) — Au) x B(u)
———~= = lim
du Au—s0 Au

Adicionando-se e subtraindo-se expressoes como n(u + Au)A(u) aos numeradores, obtemos
as seguintes regras:

d(nk) dn-  dA
dA.B) dA 5 - dB
dAxB) dA 5 . dB
e T X BHAX — 1.
du du X B A X du (1.36)

Observemos que ¢é necessario preservar a ordem dos termos na derivada do produto ve-
torial. As etapas sao deixadas como exercicio para o leitor.

1.23 Componentes Normal e Tangencial da Aceleracao

Mostrou-se na Secao 1.13 que qualquer vetor pode ser expresso como o produto de seu médulo
por um vetor unitario de direcao idéntica a este. Dessa maneira, o vetor velocidade de uma
particula em movimento pode ser escrito como o produto do médulo dessa velocidade v por
um vetor unitario que da a direcao do movimento da particula. Logo

V=T (1.37)

O vetor 7 é chamado de vetor unitario tangente. A proporcao que a particula se move o
modulo da velocidade pode mudar e a direcao de 7 pode mudar. Vamos usar a regra para
diferenciacao de produto de um escalar por um vetor para obter a aceleracao. O resultado é

av  d(vt) . dT
i OT —HJ% (1.38)

O vetor unitario 7, sendo de médulo constante, tem uma derivada d7’/dt que necessariamen-
te deve expressar a mudanca na direcao de 7 com o tempo. Isto esta ilustrado na Figura
1.17(a). A particula estd inicialmente em um ponto P qualquer de sua trajetoria.

Em um intervalo de tempo At a particula move-se para outro ponto P’ distante As
medido ao longo da trajetéria. Vamos chamar os vetores unitdrios tangentes em P e P’ de 7
e 7/, respectivamente, como mostrado. As direcoes destes dois vetores diferem de um certo
angulo A¢ como mostrado na Figura 1.17(b).

E facil ver que para pequenos valores de A¢, a diferenca AT se aproxima de A¢ em
grandeza. Também, a direcdo de AT torna-se perpendicular a direcao 7 no limite quando
A¢ e As se aproximam de zero. Segue-se que a derivada d7/d¢ tem mddulo unitdrio e é
perpendicular a 7. Deveremos entao chamaé-lo de vetor unitario normal e representa-lo por
n

ar

=71 (1.39)
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At

(@) (b)

Figura 1.17: Vetores unitarios tangente e normal.

A seguir, para encontrar a derivada de 7 em relagdo ao tempo d7/dt, usamos a regra da
cadeia como segue

ar _ drd¢ _ .dgds _ v
dt  dpdt dsdt p
onde
_ds

é o raio de curvatura da trajetéria da particula no ponto P. O valor acima para d7/dt é
agora levado na Equacao (1.38) para nos dar o resultado final

02

a=07+ —1n (1.40)

P

Entao a aceleracao de uma particula em movimento tem uma componente de médulo
a=7v=23§

na direcao do movimento. Esta é a aceleracao tangencial. A outra componente de médulo

U2

Qp = —
P

¢ a componente normal. Esta componente esta sempre apontando diretamente para o cen-
tro de curvatura no lado concavo da trajetéria. Por isso a componente normal é também
chamada de aceleragao centripeta.
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(a (b)

Figura 1.18: Vetores aceleragao para uma particula se movendo numa trajetoéria circular.
(a) velocidade constante; (b) velocidade aumentando.

Das consideracoes acima vemos que a derivada relativa ao tempo do modulo da velocidade
é apenas a componente tangencial da aceleragao. O médulo da aceleracao total é dado por

et o

Por exemplo, se uma particula move-se num circulo com velocidade constante v, o vetor
aceleragao tem modulo ﬁ onde Ry é o raio do circulo. O vetor aceleracao aponta sempre
para o centro do mrculo Nesse caso. Todavia, se o modulo da velocidade nao é constante
mas aumenta numa taxa v, entao a aceleracao tem uma componente para a frente desta
quantidade e é desviada do centro do circulo para o lado do movimento, como ilustrado na
Figura 1.18. Se a particula esta parando, entao o vetor aceleracao é desviado na direcao

oposta.

dv
dt

|_’|

1.24 Velocidade e Aceleracao em Coordenadas Polares
Planas
Muitas vezes é conveniente usar coordenadas polares (r, ) para expressar a posi¢ao de uma

particula que se move em um plano. Vetorialmente, a posicao da particula pode ser escrita
como o produto da distancia radial » por um vetor unitario radial €,.:

=16, (1.42)

Quando a particula se move, ambos r e €, variam, pois ambos sao funcoes do tempo. Dessa
maneira, se derivarmos em relagao ao tempo, teremos
ac de,

VZEZTeTqudt

(1.43)

Para calcular a derivada dé,/dt vamos considerar o diagrama vetorial na Figura 1.19. Um
estudo da figura mostra que quando a direcao de T varia de uma quantidade A#, a mudanca
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correspondente A€, no vetor radial unitario serd obtido da seguinte maneira: o modulo
|AE,| é aproximadamente igual a Af, e a direcao de A€, é quase perpendicular a €,. Vamos
introduzir outro vetor unitario €y cuja direcao é perpendicular a €,. Entdao temos

A€, = €yAb
Dividindo-se por At e tomando-se o limite, obtemos

a8, do
_ W 1.44
at (1.44)

para a derivada em relagao ao tempo do vetor radial unitario. Da mesma forma, podemos
argumentar que a mudanca no vetor € é dado pela aproximacgao

A€y = —€,A0

Aqui o sinal negativo é colocado para indicar que a direcdo da variacdo A€y é oposto a
direcao de €,, como pode ser visto na figura. Consequentemente, a derivada temporal de €
é dada por

deg do

=0 _ g~ 1.4

- ar (1.45)
y

A€
€
e
)

A
j \e
o i X

Figura 1.19: Vetores unitarios para coordenadas polar plana.

Usando a Equagao (1.44) para a derivada do vetor radial unitério, podemos finalmente
escrever a equacao para a velocidade como

¥ = 76, + 108 (1.46)

Entao r é o valor da componente radial do vetor velocidade, e rf é o valor da componente
transversal.
Para determinar o vetor aceleracao, tomamos a derivada em relagao ao tempo do vetor
velocidade. Teremos
dv de, - d€y

a:E:rer—FTE—i—(re—krG)eg—kr@E
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Os valores de dé,/dt e déy/dt sdo dados pelas Equagoes (1.44) e (1.45) e nos leva a seguinte
equacao para o vetor aceleragao em coordenadas polares planas:

&= (# —r0%)8. + (16 + 270)&, (1.47)

Entao o valor da componente radial do vetor aceleracao é

a, = i — r? (1.48)
e a componente transversal é
1d :
ag =16+ 21 = fd—( 720) (1.49)
r

O resultado acima mostra, por exemplo, que se uma particula se move num circulo de raio
constante b, entao r = 0, e dessa maneira a componente radial da aceleragao tem valor bo? e
aponta diretamente para o centro da trajetoria circular. O valor da componente transversal
neste caso é bf. Por outro lado, se a particula se move ao longo de uma linha radial fixa,
isto é, se 6 é constante, entao a componente radial se reduz a 7 e a componente transversal
se anula. Se r e § ambos variam, entao a expressao geral (1.47) d4 a aceleragao.

Exemplo

Uma particula move-se em uma trajetoria espiral dada pelas coordenadas polares
r = bt? 0 =ct

onde b e ¢ sao constantes. Encontre a velocidade e aceleracao como funcao de t. Da Equacao
(1.46), encontramos

Load o g d .
¥ =& (0t) + & (bt*) = (ct) = (2b1)&, + (bet”)&

Da mesma forma, da Equagao (1.47), temos
& = &,(2b — bt*c?) + &[0 + 2(2bt)c] = b(2 — t*c*)&, + 4bctéy

¢é interessante notar que, neste exemplo, a componente radial da aceleracao torna-se negativa
para t grande, apesar do raio estar sempre crescendo monotonicamente com o tempo.

1.25 Velocidade e Aceleracao em Coordenadas Cilin-
dricas e Esféricas

1.25.1 Coordenadas Cilindricas

No caso de movimento tridimensional, a posicao de uma particula pode ser descrita em
termos das coordenadas cilindricas R, ¢, z. O vetor posicao pode entao ser escrito na forma

= Rép + 28, (1.50)
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onde €r ¢ um vetor radial unitario no plano zy e €, é um vetor unitario na diregao z. Um
terceiro vetor unitario €, é necessario para que os trés vetores €z€,€, constituam uma triade
orientada de acordo com a mao direita como ilustrado na Figura 1.20. Notamos que kK =&..
Os vetores velocidade e aceleracao sao obtidos por diferenciagao, como antes. Isto nova-
mente envolvera derivadas de vetor unitarios. Um argumento semelhante aquele usado no
caso bidimensional mostra que dég/dt = e}qfﬁ e déy/dt = —¢€ ro. O vetor unitdrio &, nio varia
sua diregao, logo sua derivada relativa ao tempo € zero.
Tendo em vista estes fatos, vemos facilmente que os vetores velocidade e aceleragao sao
dados pelas relagoes abaixo
¥ = Rép + R8s + 26, (1.51)

a= (R — R$*)Er + (2R + RP)G, + 3¢, (1.52)

Estas equacoes dao os valores de v e @ em termos de suas componentes na triade girada
CREHE,.

Figura 1.20: Vetores unitarios para coordenadas cilindricas.

Alternativamente, podemos obter as derivadas dos vetores unitarios usando as seguintes
equacoes que relacionam as triades fixa e girada.

6p = Tcos¢+]seno
€, = —Tsen¢+7jcos¢ (1.53)
& = k

Deixamos as etapas como um exercicio. O mesmo resultado pode ser também obtido utili-
zando a matriz rotagao como foi feito no Exemplo 2, Secao 1.15.



32 CAPITULO 1. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

1.25.2 Coordenadas Esféricas

Quando utilizarmos as coordenadas esféricas r, 8, ¢ para especificar a posigao de uma particula,
escrevemos o vetor posicao como o produto da distancia radial r pelo vetor radial unitario
€, da mesma maneira que foi feito quando do uso de coordenadas polares planas. Entao

I =ré,

A diregao €, fica agora especificada por dois angulos 6 e ¢. Introduzimos mais dois vetores
unitarios €; e € como mostrado na Figura 1.21.

Figura 1.21: Vetores unitarios para coordenadas esféricas.

A velocidade é . ~
L dr - dé,
V=—="T€ +7r

dt dt
O nosso problema seguinte é expressar a derivada d€, /dt em termos dos vetores unitarios da
triade girada.
Usando a figura, vemos que as seguintes relacoes entre as duas triades sao validas.

(1.54)

€ = Tsen&cosqb+fsenﬁsen¢+Ecos@
& = Tcosfcosg—+TcosOsengp—k senf (1.55)
€, = —Isen¢+Jcos¢

Estas equagoes expressam os vetores unitarios da triade girada em termos da triade fixa.
Notemos a semelhanca entre esta transformagao e aquela da segunda parte do Exemplo 2 na
Secao 1.15. Identificando as rotacoes corretamente vemos que as duas transformacoes sao,
de fato, idénticas. Vamos diferenciar a primeira equacao em relacao ao tempo. O resultado
é

dé,

dt
A seguir, usando as expressoes para €4 e €y na Equac@o (1.55), encontramos que a equacao
acima se reduz a

:T(9c089c08¢—¢5senesen¢) +I(9cos€sen¢+<ﬁsen6cos¢) —kfsenf

de,
dt

= ¢, sen 6 + 08 (1.56)
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As outras duas derivadas sao obtidas por procedimento semelhante. Os resultados sao

029 = —08, + dcos b8, (1.57)
ddef = —¢sen 8, — ¢ cos 08 (1.58)

As etapas sao deixadas como um exercicio. Voltando agora ao problema de encontrar v,
inserimos a expressao para de,/dt dada pela Equagao (1.56) na Equagao (1.54). O resultado
final é

¥ = &4 + Syr¢sen O + Gyrf (1.59)

dando o vetor velocidade em termos de suas componentes na triade girada.

Para encontrar a aceleragao, diferenciamos a expressao acima em relacao ao tempo. Ob-
temos .
av de, d(r¢sen) - déy
— =€TF+r—+€———> +rpsenf— + ¢ +rf—
de " e 7 dt ¢ T dt

Usando as féormulas deduzidas anteriormente para as derivadas dos vetores unitarios, encon-
tramos prontamente que a expressao acima para a aceleragao se reduz a

d(rf)  .de,

a=

a = (iF— résen®d — r«92)é’r + (7‘9 + 270 — r¢?® sen b cos )8y +
+(r¢sen  + 2r¢sen 0 + 2rfe cos 0)&, (1.60)

dando o vetor aceleracao em termos de suas componentes na triade €,, €, €,.

1.26 Velocidade Angular

Uma particula cujo vetor posicao inicial é T sofre um deslocamento caracterizado por uma
rotacao de um angulo d¢ em torno de um eixo de direcao definida por um vetor unitario €,
Figura 1.22. A particula se movera entao ao longo de um arco de circulo de raio r sen # onde
0 é o angulo entre T e & O mddulo do deslocamento da particula é entao |0r] = rsen i@,
e a direcao do deslocamento é perpendicular a ambos 1 e € Podemos, pois expressar o
deslocamento vetorialmente como um produto vetorial, ou seja

Of = 0¢p€ X T
Dessa maneira, a velocidade da particula é dada por

r=lim — = & x T (1.61)

r=&xT7 (1.62)
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Vamos agora mostrar que velocidades angulares obedecem a regra de adigao vetorial.
Consideremos o deslocamento causado por uma rotacgao infinitesimal d¢; em torno de um
eixo €] seguido de uma segunda rotagdo d¢o em torno de um eixo diferente €. A primeira
rotacao muda o vetor posicao T para um novo vetor posicao r 4+ d¢1€; x . Dessa maneira o
deslocamento liquido devido as duas rotacoes é

0T12 = 0¢1€1 X T+ d¢a€y X (T'+ 6¢1€) X T)

Figura 1.22: Deslocamento produzido por uma rotagao. O raio da trajetéria circular é r sen 6.

Se as duas rotacoes angulares sao ambas suficientemente pequenas de tal maneira que
possamos desprezar o produto d¢d¢,, entao encontramos depois da expansao que

(Sflg = ((5(b1§1 + (5¢2€2> X T

Se trocarmos a ordem das rotagoes, encontramos, de fato, o mesmo resultado, isto é, o175 =
0T51. Em outras palavras, as duas rotacoes infinitesimais sao comutativas. Finalmente, vamos
dividir por 0t e tomar o limite, como na Equagao (1.61) acima. Podemos entao escrever

F'= (&) + &) XT

para a velocidade da particula onde WJ; = ¢1€] e Wy = ¢9€;. Entao podemos descrever o
movimento da particula considerando uma tunica velocidade angular

W= + Wy

Dada pela regra normal de soma vetorial.
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Exercicios de Treinamento

1.1

1.2

1.3

14

Dados os dois vetores A =T + Je B= T - k. Encontre
a) A+Be|A+B|

d)Kxﬁeﬁxﬁ]

¢) (A +2B) . (2A — B)

f) (A +B) x (A - B)

Dados A=T+7+k, B=7+2, C =27 — k. Encontre
a) A+B-C

b)A.(B+C)e(A+B).C

¢)A. BxC)e(AxB).C

d) Ax (BxC)e(AxB)xC

Encontre o angulo entre os vetores A =T +J]+k e B=T+7 (Dica: Estes dois vetores
definem uma diagonal do cubo e uma diagonal da face do cubo).

Dados os vetores que variam com o tempo A = T cos wt + 7 senwt e B=1(T+ 27 + 3K .
Encontre

a) dA/dt e |dA/dt|
b) d®B/dt? ¢ |d2B/dt?|
¢) d(A . B)/dt ¢ d(A x B)/dt

Problemas

1.5

1.6
1.7

1.8
1.9

Para quais valores de ¢ os dois vetores A=T+ T+ Eq e B = Tq — 2] + ZEq sao
perpendiculares entre si.

Prove a identidade vetorial A x (B x C) = (A . C)B — (A . B)C.

Dois vetores A e B representam lados concorrentes de um paralelogramo. Prove que a
area do paralelogramo ¢é |[A x BJ.

Prove a lei trigonométrica dos senos usando métodos vetoriais.

Tres vetores K, BeC representam lados concorrentes de um paralelepipedo. Mostre
que o volume do paralelepipedo é |A . (B x C)|.

1.10 Expresse o vetor 17 + ] em termos da triade 1"k’ onde os eixos x’z’ sdao girados em

torno do eixo y (que coincide com o eixo ¢') de um angulo de 60°.
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1.11 Mostre que o médulo de um vetor nao é alterado por uma rotagao. Use a matriz

cosf senf 0
—senf cosf 0
0 0 1

para uma rotacao de um angulo € em torno do eixo z.

1.12 Encontre a matriz transformacao para uma rotagao de um angulo # em torno do eixo
z seguida por uma rotacao de um angulo ¢ em torno do eixo 7.

1.13 Os dois grupos de vetores a, b, ¢ e @, b/, @ sdo chamados de reciprocos se a . a’ =

b . b =¢c.d =1 equalquer outro produto escalar misturado como a . b’ = 0. Mostre

que:

@=(@xDb)/Q,a=([bx7)/Q, b =(Cxa)/Qonde Q=7 . (bx7).
1.14 Encontre um conjunto de vetores que sejam reciprocos ao conjunto 1,3 eT +7J + k.

1.15 Uma particula move-se numa trajetoria eliptica dada pela equacao ¥ = Tbcoswt +
J2bsenwt. Encontre a velocidade escalar em fungao do tempo.

1.16 No problema anterior encontre o angulo entre o vetor velocidade e o vetor aceleragao
no instante t = 7 /4w.

1.17 A posicao de uma particula é dada em coordenadas polares planas por r = be*, § = ct.
Mostre que o angulo entre o vetor velocidade e o vetor aceleragao permanece constante
a proporcao que a particula se move para fora numa trajetéria em espiral.

1.18 Uma particula se move num circulo de raio b. Se a velocidade escalar da particula
varia com o tempo de acordo com a equacao v = At? para que valor, ou valores de t o
vetor aceleracao forma um angulo de 45° com o vetor velocidade?

1.19 Uma particula se move numa trajetéria helicoidal tal que sua posi¢ao, em coordenadas
cilindricas, é dada por
R=%b o= wt 2 = ct?

Encontre a velocidade escalar e o modulo da aceleracao como funcoes do tempo.

1.20 Mostre que o médulo da componente tangencial da aceleracao é dada pela expressao

o)
<l

ay = ——
e que o médulo da componente normal é
a, =\/a

1.21 Use o resultado acima para encontrar as componentes normal e tangencial da aceleracao
como funcao do tempo no Problema 1.19.
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1.22 Prove que V. & = v e como consequéncia que para uma particula que se move v
e & sao perpendiculares entre si se a velocidade escalar v for constante. (Sugestao:
Diferencie ambos os lados da equacao ¥V . Vv = v? com relacdo a t. Lembre-se que ¥ nao
¢ 0 mesmo que |al.)

1.23 Prove que

doy ol = e
a[r.(vxa)]:r.(vxa)

1.24 Prove que |V x &| = v*/p, onde p é o raio de curvatura da trajetéria de uma particula
em movimento.

1.25 Usando o fato de que o vetor tangente unitario 7 pode ser expresso como

SEIEST]

7=
encontre uma expressao para o vetor normal unitario em termos de &, a, vV, v, e 0.

1.26 Um aro de raio b é colocado numa montagem sobre mancais e gira como se segue: O
aro gira com velocidade angular constante w; em torno de seu proprio eixo, o qual,
por sua vez roda com velocidade angular constante wy em torno de um eixo vertical
de tal maneira que o eixo do aro permanece num plano horizontal e o centro do aro
fica imével. Use coordenadas esféricas para encontrar a aceleracao de qualquer ponto
na periferia do aro. Em particular, encontre a aceleracao do ponto mais alto do aro.
(Sugestao: Use o fato de que coordenadas esféricas podem ser escolhidas tais que r = b,
0 = wit e p = wat).

Respostas de problemas selecionados de niimeros impa-
res

1.1 . V6

’_'l ’—‘l
W‘l &31
S o

(a)
(b)
(c) 1
(d) -T+T+k, V3
1.3 arccos/2/3 = 35°1%

5 (—1+£+/17)/4
1.15 wbv/'1 + 3cos2wt
1.19 Vb2w? + 4282, \/b2w + 4c2

121 \/b2w2 (b2wr+4c?+4c?t2w?) Ac2t
b2 2+4C2t2 ) \/b2w2+462t2

1.25 (8v — Vo) /|a x V|
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Capitulo 2

Mecanica Newtoniana — Movimento
Retilineo de uma Particula

Como foi estabelecido na introducao, a dinamica é a parte da mecanica que lida com as
leis fisicas que governam o movimento real dos corpos. Um dos objetivos fundamentais da
dinamica é predizer, dentre todos os movimentos possiveis de um sistema material qual movi-
mento particular ocorreria numa dada situacao. Nosso estudo da dinamica, neste momento,
sera baseado nas leis do movimento como foram primeiramente formuladas por Newton.
Num Capitulo posterior veremos maneiras alternativas de expressar as leis do movimento
numa forma mais avancada utilizando as equagoes de Lagrange e Hamilton. Entretanto,
estas equacoes nao constituem teorias diferentes uma vez que podem ser derivadas das leis
de Newton.

2.1 As Leis de Newton do Movimento

O leitor, sem duvida, ja esta familiarizado com as leis de Newton do movimento. Elas sao
as seguintes:

I - Todo corpo permanece em seu estado de repouso ou movimento retilineo uniforme a
nao ser que seja obrigado, por uma forca, a mudar tal estado.

IT - Mudanca de movimento é proporcional a for¢a aplicada e ocorre na direcao da forca.

ITT - A cada acao corresponde sempre uma reacao em sentido oposto, ou seja, as acoes
mutuas de dois corpos sao sempre iguais, em moédulo, e com sentidos opostos.

Examinemos agora estas leis detalhadamente.

2.2 Primeira Lel de Newton — Referenciais Inerciais

A primeira lei descreve uma propriedade comum a toda matéria: a inércia. Ela afirma que
um corpo em movimento descreve uma trajetoria retilinea com velocidade constante a menos
que alguma influéncia chamada forca o impega de fazé-lo. O fato de um corpo se mover ou

39
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nao em linha reta com velocidade constante depende nao somente de influéncias externas
(forgas) mas também do sistema de referéncia utilizado para descrever o movimento. A
primeira lei realmente nos leva a definicao de um tipo particular de sistema de referéncia
chamado sistema de referéncia Newtoniano ou inercial. Tal sistema é aquele no qual a
primeira lei de Newton é valida. Sistemas de referéncia acelerados ou em rotagao nao sao
inerciais.

A questao que ocorre naturalmente é como podemos determinar se um dado sistema de
referéncia é ou nao um sistema inercial. A resposta nao é simples. A fim de eliminarmos
todas as forcas que poderiam atuar em um corpo é necessario isold-lo completamente. Isto
certamente é impossivel uma vez que pelo menos forcas gravitacionais estariam atuando
sobre o corpo, a nao ser que ele estivesse colocado a uma distancia infinita de todos os
outros corpos.

Na pratica, em casos onde a precisao desejada nao seja muito alta, um sistema fixo a
Terra é aproximadamente inercial. Por exemplo, uma bola de bilhar parece mover-se em
linha reta com velocidade constante, exceto durante as colisoes com outras bolas ou com as
tabelas. Entretanto, se este movimento fosse medido com bastante precisao observariamos
que a trajetéria é ligeiramente curvilinea. Isto porque a Terra esta girando e um sistema
fixo a ela nao é, na verdade, inercial. Um sistema que usasse o centro da Terra, o centro do
Sol e uma estrela distante como pontos de referéncia seria melhor do que o anterior. Mas
nem mesmo este sistema seria estritamente inercial por causa do movimento orbital da Terra
em torno do Sol. Prosseguindo, obteriamos uma aproximacgao ainda melhor se usassemos o
centro do Sol e duas estrelas distantes como pontos de referéncia. Aceita-se que o sistema
de referéncia por exceléncia, sob o ponto de vista da mecanica de Newton, seria aquele que
levasse em conta a média de toda a matéria do universo.

2.3 Massa e Forca — Segunda e Terceira Leis de New-
ton

Todos nés estamos familiarizados com o fato de que, além de ser mais dificil levantarmos uma
pedra grande do que, digamos, um pedaco de madeira, é necessario também um esforco maior
para colocé-la em movimento (ou para paréd-la). Dizemos que a pedra tem maior inércia do
que a madeira. A medida quantitativa de inércia é chamada massa. Consideremos dois
corpos A e B. Como medir a inércia de um corpo em relagao ao outro? Podemos imaginar
muitas experiéncias para responder a essa questao. Se dois corpos interagissem, por exemplo
através de uma mola, observariamos, por meio de medidas cuidadosas, que as aceleracoes
dos dois corpos teriam sentidos opostos e que a razao entre seus modulos seria constante.
(Na suposicao de que as aceleragoes fossem medidas em relagdo a um sistema de referéncia
inercial e que apenas a influéncia da interagao dos dois corpos A e B estaria presente).
Podemos expressar este fato importante e fundamental pela equagao

dv 4 dvp
_— = 2.1
dt dt HBA ( )
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A constante uga é, de fato, a medida da inércia de B em relagdo a A. Da Equagao (2.1)
obtemos que s = 1/puap. Podemos expressar j1p4 como a razao

mp
HBA = ——

ma
e usar a inércia de um corpo padrao como unidade. A razdo mp/ma nao deve depender
do corpo escolhido como padrao. Isto seria verdade se, considerando um terceiro corpo C,

pudéssemos escrever
HUBC

—— = HUBA
Hrac
Observamos que a razao acima se verifica. Chamamos a quantidade m de massa.
Estritamente falando, m deve ser chamado de massa inercial, uma vez que sua definicao
¢é baseada nas propriedades de inércia. Na pratica a razao entre as massas € usualmente
determinada por pesagem. O peso ou forca gravitacional é proporcional aquilo que chamamos
de massa gravitacional de um corpo. Todas as experiéncias realizadas até hoje indicam que a
massa inercial é proporcional a massa gravitacional. Por isso, considerando nossos objetivos,
nao precisaremos distinguir os dois tipos de massa.
O fato fundamental contido na Equagao (2.1) pode agora ser escrito na forma
dv 4 dvp
MA== = M- (2.2)
O produto da massa pela aceleragao na equacao acima é a mudanc¢a de movimento referida
na segunda lei de Newton e, de acordo com essa lei, é proporcional a forca. Em outras
palavras, podemos escrever a segunda lei como
- dv

F=kn— 2.
mdt (2.3)

onde F é a forca e k é uma constante de proporcionalidade. E usual tomar k = 1 e escrever!

a av
F=m— 2.4
m, (2.4)
A equagao acima é equivalente a
= d(mv)
F = 2.5
o (2.5)

se a massa fosse constante. De acordo com a teoria da relatividade, a massa de um corpo em
movimento nao é constante mas depende da velocidade do corpo. Entao as Equagoes (2.4) e
(2.5) nao sao equivalentes. Entretanto, para velocidades pequenas comparadas a velocidade
da luz, 3 x 10%m/s, a variagao de massa ¢ desprezivel.

O fato fundamental expresso pela Equagao (2.2) pode ser interpretado, de acordo com
a Equagao (2.4), como sendo a afirmativa de que dois corpos que interagem diretamente
exercem forcas iguais e opostas um no outro

Fa=—-Fp

No sistema MKS a unidade de forga, definida pela Equacao (2.4) é chamada newton. Entdo a forca de
1 newton ocasiona uma aceleracio de 1 m/s? em um objeto de 1 kg de massa. No sistema CGS a unidade
de forca (1g x lem/s”) é chamada dina.
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Isto estd incorporado no enunciado da terceira lei de Newton. As forcas sao chamadas acao
e reacao.

Existem situagoes nas quais a terceira lei nao é verificada. Quando dois corpos estiverem
separados por uma grande distancia e interagirem um com o outro através de um campo de
forca que se propaga com velocidade finita, tal como a interacao entre cargas elétricas em
movimento, as forcas de agao e reagao nao serao sempre iguais e opostas. Entretanto, em
tais casos, é possivel considerar o campo de forca como um terceiro corpo com sua proépria
acao e reacao. Entao a terceira lei nao precisa ser descartada. Veja Secao 4.1 e as referéncias
citadas la.

Uma grande vantagem do conceito de forca é que ele nos permite restringir nossa atengao
a um unico corpo. O significado fisico da idéia de forca é que, para uma dada situacao, usu-
almente podemos encontrar uma funcao relativamente simples das coordenadas, chamada
funcao forca, que quando igualada ao produto da massa pela aceleracao descreve correta-
mente o movimento do corpo. Esta é a esséncia da mecanica Newtoniana.

2.4 Momentum Linear

O produto da massa pela velocidade é chamado momentum linear e é representado pelo
simbolo p. Entao

p=mv (2.6)
O enunciado matemético da segunda lei de Newton, Equacao (2.5), pode ser escrito

F=— 2.7
7 (2.7)

Ou seja, a forga é igual a razao temporal da variagao do momentum linear.

A terceira lei, acao e reacao, pode ser convenientemente expressa em termos do momen-
tum linear. Se dois corpos A e B interagem, teremos

dpa dpp d B
_— = = - - 0
dt dt ou g; (P4 + D)

Consequentemente

P4 + Pp = constante

Entao, de acordo com a terceira lei, o momentum linear total de dois corpos que interagem
permanece sempre constante.

A conservacao do momentum linear de dois corpos que interagem é um caso especial de
uma regra mais geral, a saber: o momentum linear de qualquer sistema isolado permanece
constante no tempo. Discutiremos detalhadamente esta regra mais tarde. Ela é conhecida
como a lei de conservagcao do momentum linear e é uma das leis mais basicas da fisica.
Supoe-se que sua validade se estende aqueles casos nos quais a mecanica Newtoniana falha.
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2.5 Movimento de uma Particula

A equagao fundamental do movimento de uma particula é dada pela segunda lei de Newton,
Equacao (2.4). Quando uma particula estiver sob a influéncia de mais de uma forga, observar-
se-a experimentalmente que elas se somam vetorialmente, isto €,

ﬁ:Zﬁi:m—r:mé’ (2.8)

Conhecendo-se a aceleracao da particula, entdo a equagao do movimento (2.8) da a forca
que atua nela. Os problemas usuais da dinamica da particula, entretanto, sao aqueles nos
quais as forgas sao fungoes conhecidas das coordenadas incluindo o tempo, e o objetivo é
encontrar a posicao da particula em funcao do tempo. Isto envolve a solugao de um conjunto
de equacoes diferenciais. Em alguns problemas é impossivel obter solucoes das equacoes
diferenciais do movimento em termos de funcoes analiticas. Neste caso, devemos utilizar
métodos de aproximacao. Em muitas aplicagoes praticas, tais como balistica, movimento
de satélites, etc, as equacoes diferenciais sao tao complicadas que é necessario recorrer a
integracao numérica, frequentemente utilizando computadores, para predizer o movimento.

2.6 Movimento Retilineo — Aceleracao Constante

Quando uma particula mével permanecer em uma tunica linha reta, o movimento sera dito
retilineo. Neste caso, sem perda de generalidade poderemos colocar o eixo z na direcao do
movimento. A equacao geral do movimento podera ser escrita

F(x,%,t) =mi

Consideremos alguns casos especiais nos quais a integragao da equagao do movimento possa
ser feita por métodos elementares.

A situacao mais simples sera aquela na qual a forca for constante. Neste caso, a aceleracao
sera constante

dv
— = — = constante = a
dat  m
e a solucao sera facilmente obtida por integracao direta em relagao ao tempo.

v = at+ v (2.9)
L s
r = iat + vot + 2o (2.10)

onde vy é a velocidade inicial e xy a posi¢do inicial. Eliminando o tempo nas Equacoes (2.9)
e (2.10), obtemos
2a(x — z0) = v* — v} (2.11)

O leitor reconhecera nas equacgoes acima as equacoes do movimento uniformemente ace-
lerado. Existem numerosas aplica¢oes fundamentais. Por exemplo, a aceleracao de um corpo
em queda livre préoximo a superficie da Terra, desprezando a resisténcia do ar, é aproxima-
damente constante. Representaremos a aceleracao de um corpo em queda livre por g (Em
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modulo, g = 9,8111/82). A for¢a da gravidade (peso), cujo sentido é para baixo, é conse-
quentemente igual a mg. A forca gravitacional estd sempre presente independentemente do
movimento do corpo, onde outras for¢cas podem estar atuando.

Exemplo

Considere uma particula que escorrega para baixo num plano liso inclinado de um angulo
0 em relagao a horizontal como ilustrado na Figura 2.1(a). Colocamos o eixo x na diregao
paralela ao plano inclinado e o orientamos positivamente para baixo, como indicado.

N

mg cosH

€) (b)

Figura 2.1: Uma particula deslizando para baixo em um plano inclinado (a) liso; (b) com
atrito.

A componente da forga gravitacional na direcao = vale mgsen 6. E uma constante e por isso
o movimento ¢ descrito pelas Equagoes (2.9), (2.10) e (2.11) onde

a=— =gsenf
m

Vamos supor que, ao invés de liso, o plano fosse rugoso, isto é, que exercesse uma forca de
atrito f na particula. Entdo, como ilustrado na Figura 2.1(b), a forca resultante na diregao
x seria igual a mgsen# — f. No caso de um corpo deslizando sobre outro observamos que o
modulo da forca de atrito é proporcional ao médulo da forca normal N, isto é,

f=uN

onde a constante de proporcionalidade p é o coeficiente de atrito cinético. No exemplo em
questao a forca normal N, como pode ser visto na figura, é igual a mg cos 6, portanto

f = pumgcos6
Consequentemente, a forca resultante na direcao x seria igual a
mgsenf — umg cos 6

Novamente a forga seria constante e as Equagoes (2.9), (2.10) e (2.11) poderiam ser aplicadas
com

F
a=— =g(senf — pcosb)
m
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A velocidade da particula crescera se a expressao entre parénteses for positiva, isto é se
0 > arctg u. O angulo arctg p, usualmente representado por €, é chamado angulo de atrito.
Se 0 = ¢, entao a = 0, e a particula deslizara para baixo com velocidade constante. Se 6 < e,
entao a serd negativo e a particula eventualmente ird parar. Devemos notar que no caso de
movimento para cima a forca de atrito tera seu sentido invertido em relagao ao caso anterior;
isto é, terd o sentido de = positivo. A aceleragao (realmente desaceleragao) serd entao

a = g(senf + pcosh)

2.7 O Conceito de Energias Cinética e Potencial

Ocorre geralmente que a forca que atua sobre uma particula depende de sua posicao em
relacao a outros corpos. Isto é verdade no caso de, por exemplo, forcas eletrostaticas ou
gravitacionais e tensao ou compressao eldsticas. Se a for¢a independesse da velocidade e do
tempo, a equacao diferencial para movimentos retilineos seria simplesmente

F(x) =mz
Usualmente é possivel resolver esse tipo de equagao diferencial por varios métodos. Uma
maneira 1til e significativa é escrever a aceleracao na forma abaixo

dt  dxdz dv
_arar Y

YT T dtde dr

e a equacao diferencial do movimento pode ser escrita

Flz) = dv  md(v®) dT

— = = = 2.12
mvdx 2 dx dx ( )

A quantidade T = %va ¢ chamada energia cinética da particula. Podemos expressar a
Equacao (2.12) na forma integral

1
/F(x)dx = /dT = imabQ + constante

A integral [ F(x)dx é o trabalho realizado sobre a particula pela forga F'(x). Vamos definir
a funcao V(x) tal que

- = Fla) (2.13)

A fungao V(x) é chamada energia potencial. Ela é definida a menos de uma constante
arbitraria. Em termos de V' (z) o trabalho é

/F(m)d$ = — [ —dx = =V (z) + constante
consequentemente podemos escrever

1
T+V = imvﬂ + V(z) = constante = F (2.14)
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chamamos a constante E de energia total. Dito de outra maneira: Para o movimento uni-
dimensional, se a for¢a exercida sobre a particula for uma funcao da posicao apenas, entao
a soma da energia potencial e cinética permanecera constante durante todo o movimento.
Neste caso, a for¢a sera dita conservativa. (No préximo Capitulo encontraremos uma dis-
cussdo mais completa sobre forga conservativa). Forgas ndo conservativas, ou seja, aquelas
para as quais nao existir uma funcao energia potencial, sao usualmente de natureza dissipa-
tiva, tal como o atrito.

AV(X)

regiao permitida e

pontos de
.~ retorno

N

Figura 2.2: Grafico da funcao energia potencial mostrando a regiao permitida e os pontos
de retorno do movimento para um dado valor da energia total E.

xY

O movimento da particula pode ser obtido explicitando v na equacao de conservacao de
energia (2.14).
dx 2

= 4\ 2 [E - V()] (2.15)

v = — =
dt m

que pode ser escrita na forma de uma integral

+dx
=1
/ VB = V()]

(2.16)

dando ¢t em funcao de .

Vemos, na Equagao (2.15), que a velocidade sé serd real para valores de z tais que
V(x) seja menor ou igual a energia total E. Fisicamente, isso significa que a particula estd
confinada as regioes para as quais V(z) < E. Além disso, a velocidade se anula nos pontos
onde V(x) = E. Isto ¢, a particula deve parar e inverter seu movimento nestes pontos. Eles
sao chamados pontos de retorno do movimento. A Figura 2.2 ilustra essa discussao.

Exemplo
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O movimento de um corpo em queda livre discutido anteriormente como exemplo de
forca constante é um caso especial de movimento conservativo. Orientando o eixo x positivo
para cima, a forca gravitacional serd —mg e a funcao energia potencial V = mgz + C. C
¢ uma constante arbitraria cujo valor depende meramente da escolha do nivel de referéncia
para V. Para C' = 0, a energia total sera

1
E= gmiz + mgx

Vamos supor, por exemplo, que um corpo seja lancado para cima com velocidade inicial vg.
Fazendo x = 0 no ponto de lancamento

1 1
E = imvg = Emiz + mgx

O ponto de retorno é aquele no qual a altura atingida pelo corpo é maxima. Nés o obtemos
fazendo © = 0 ]
imvg = MYTmaz

ou
v
29

Integrando a equagao de energia obtemos para este movimento

/fﬁ dz

0 /v —2gx
1

@—ﬂ/vg—ng =t

g g

O leitor deve verificar que esta expressao se reduz a mesma relacao entre x e t dada pela
Equagao (2.10) quando se coloca a = —g.

h = Tmax =

2.8 Forca em Funcao do Tempo — Conceito de Impul-
SO

Se for possivel expressar a forca que atua sobre as particulas em termos de uma funcao
explicita do tempo entao a equagao do movimento sera

dv
= MmM—

dt
Esta equagao pode ser integrada diretamente dando o momentum linear (e portanto a velo-
cidade) em fungao do tempo

F(t)

/F@ﬁ:mmw+c (2.17)

onde C' é uma constante de integragao. A integral [ F'(t)dt, chamada impulso, é igual ao
momentum linear comunicado a particula pela forga F(t). (O uso do conceito de impulso
serd retomado no Capitulo 4).
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A posicao da particula em funcao do tempo pode ser obtida por uma segunda integragao

COmo se segue
x:/v(t)dt:/[/ ]W] dt (2.18)

Devemos notar que a solugao da equagao podera ser escrita como uma simples integral dupla
apenas nos casos em que a forca for uma funcao explicita do tempo. Para todos os outros
casos devemos usar os varios métodos para se resolver equagao diferencial de segunda ordem
a fim de obtermos a posicao x em termos do tempo t.

Exemplo

Um bloco estd inicialmente em repouso numa superficie horizontal lisa. No instante t = 0
aplica-se uma forga horizontal uniformemente crescente: F' = ct. Encontre a velocidade e o
deslocamento em funcao do tempo.

A equacao diferencial do movimento é

. dv
ct = m—
dt
Entao
1 gt ct?
=— / ctdt = —
m Jo 2m
e

12 13
x_/ R _L

onde a posi¢ao inicial do corpo é na origem (SL‘ = 0).

2.9 Forca Dependente da Velocidade

Frequentemente ocorre que a forca que atua numa particula é funcao da velocidade da
particula. E o caso de, por exemplo, resisténcia viscosa exercida em um corpo que se move
através de um fluido. No caso de resisténcia exercida por um fluido, observamos que para
baixas velocidades a forca é aproximadamente proporcional a velocidade, enquanto que para
altas velocidades a proporcionalidade ao quadrado é mais conveniente. Se nao houver outras
forcas atuando, a equagao do movimento podera ser escrita

dv

F(v) = mE

Integrando uma tnica vez obtemos ¢ em funcao de v

t= m‘i” = t(v) (2.19)

Podemos omitir a constante de integragao porque seu valor depende somente da escolha da
origem do tempo. Supondo que v possa ser explicitado na equagao acima, isto é,

v =v(t)
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entao uma segunda integracao nos dara a posicao x em funcao de ¢

z= / V(t)dt = x(t) (2.20)

Exemplo

Vamos supor que lancamos um corpo com velocidade inicial vy num plano horizontal
liso, mas que existe uma resisténcia do ar proporcional a v; isto é, F'(v) = —cv, onde ¢ é
uma constante de proporcionalidade. (O eixo z estd ao longo da dire¢do do movimento). A
equacao diferencial do movimento é

dv

Integrando, teremos

v mdv m v
V0 Cv Cc Vo

Multiplicando ambos os membros por —- e tomando o exponencial obteremos facilmente v
em funcao de t. O resultado é

ct

V= 1Yge ™

A velocidade decresce exponencialmente com o tempo. Uma segunda integracao nos dara

t ct
r = /voe_ﬁdt
0

Vemos, da equacao acima, que o corpo nunca ultrapassara a distancia limite mug/c.



50 CAPITULO 2. MECANICA NEWTONIANA

2.10 Movimento Vertical num Meio Resistivo
Velocidade Terminal

Um objeto caindo verticalmente no ar ou através de qualquer fluido esta sujeito a resisténcia
viscosa. Se a resisténcia for proporcional a primeira poténcia de v (caso linear) poderemos
expressar esta forca como —cv independentemente do sinal de v, uma vez que a forca de
resisténcia é sempre oposta ao sentido do movimento. A constante de proporcionalidade ¢
depende do tamanho e forma do objeto e da viscosidade do fluido. Consideremos o sentido
para cima positivo. A equacao diferencial do movimento sera

dv

—mg —cv =m—
g dt

Considerando g constante, teremos o caso de forca dependente da velocidade, e poderemos
escrever

y mduv /v mdv ™1, T +cv
pu— p— — T — —— n —
F(v) Ju —mg—cv ¢ mg+ cy
Facilmente poderemos explicitar v
v M9 <mg " UO) e g (2.21)
c c

Depois de um tempo suficientemente grande (¢ > m/c) o termo exponencial serd desprezi-
vel, e a velocidade se aproximara do valor limite —™4. A velocidade limite de um corpo em
queda é chamada de velocidade terminal; é aquela velocidade na qual a forca de resisténcia
seja exatamente igual e oposta ao peso do corpo tal que a forca resultante seja nula. O
modulo da velocidade terminal de uma gota de chuva, por exemplo, é de 3 a 6 metros por
segundo, dependendo do seu tamanho.

A Equagao (2.21) expressa v em fungao de ¢, entdo uma segunda integragao dard x em

funcao de t:
t t 2 ct
r—x = / v(tydt = -2 4 <m I mvo> (1—e ) (2.22)
0

c c? c

Vamos designar a velocidade terminal *¢ por v; e m/c por 7 (que chamaremos de tempo
caracteristico). A Equagao (2.21) pode entao ser escrita da forma mais significativa

v=—v + (v + vo)e_é (2.23)

Entao, um objeto que cai a partir do repouso (vy = 0) atingird a velocidade de (1 — e™1)
vezes a velocidade terminal em um intervalo de tempo 7, (1 — e~?)v; no intervalo 27, e assim
por diante. Depois de um intervalo de 107 a velocidade seréd praticamente igual a velocidade
terminal, a saber 0,99995v;.
Se a resisténcia viscosa for proporcional a v? (caso quadratico), a equagao diferencial do
movimento serd, lembrando que consideramos o sentido para cima positivo,
dv

—mg + cv® = m—

dt
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O sinal negativo para o termo de resisténcia se refere a subida (v positivo), e o sinal positivo
a descida. O duplo sinal é necesséario no caso da forca que envolve poténcia par de v. Como
no caso anterior, a equacao diferencial do movimento pode ser integrada dando t em funcao
de v:

mdv v
t= /72 = —Tarctg— + ¢ (subida)
—mg — cv Uy
mduv v, )
t= /72 = —rarctgh— + ¢, (descida)
—mg + cv Uy
onde
m _
— =T (tempo caracteristico)
cg
e

\/7 = v (velocidade terminal)

Explicitando v,

to— 1
v = tg ( L ) (subida) (2.24)

t—t
v = —u, tgh ( - 0) (descida) (2.25)

Se o corpo for abandonado em repouso em ¢t = 0 entao ¢, = 0. Da definigdo de tangente
hiperbdlica,
t et/T _ e—t/T
v=—u tgh— = —v
T

et/T + e—t/T

Novamente, depois de um intervalo de tempo de alguns tempos caracteristicos, praticamente
obtemos a velocidade terminal, por exemplo, para t = 57, a velocidade é 0,99991v;. A Figura
2.3 mostra os graficos da velocidade em funcao do tempo de queda para leis de resisténcia dos
tipos linear e quadratica. E interessante notar que em ambos os casos, o tempo caracteristico
é igual a v;/g. Por exemplo, se a velocidade terminal de um paraquedas é de 1,2m/s, o tempo
caracteristico serd de

1,2m/s

Podemos integrar as Equacoes (2.24) e (2.25) para obtermos expressoes explicitas da
posicao em funcao do tempo.

2.11 Variacao da Gravidade com a Altura

Na Secao precedente consideramos g constante. Realmente, a atracao gravitacional da Terra
sobre um corpo situado acima de sua superficie varia com o inverso do quadrado da distancia.
(Lei de Newton da gravitacao). Entao a forca gravitacional num corpo de massa m é

GMm
B 2

F =

r
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Figura 2.3: Grafico da velocidade em funcao do tempo de queda para um corpo sujeito a
resisténcia do ar dos tipos linear e quadratica.

onde G ¢ a constante universal da gravitacao, M a massa da Terra, e r a distancia do centro
da Terra ao corpo. Pode-se ver por inspecao que este tipo de forga é obtida de uma funcao
energia potencial que varia com o inverso da distancia

GMm
Vr)=—
r
onde
oV
O
Se desprezarmos a resisténcia do ar, a equacao diferencial para movimento vertical é
. GMm
mit = ——3 (2.26)
Escrevendo 1 = 7'”% podemos integrar em relagao a r e obter
1 GM
Smi - T _E (2.27)
T

onde F é a constante de integracao. Esta é, de fato, a equagao da conservacao da energia:
a soma da energia cinética e potencial permanece constante durante o movimento de um
corpo em queda.
Vamos aplicar a equagao de energia ao caso de um projétil lancado para cima com
velocidade vy a partir da superficie da Terra. A constante E é dada pelas condic¢oes iniciais,
1 5 GMm

2 0 rT

E (2.28)



2.11. VARIACAO DA GRAVIDADE COM A ALTURA 53

onde rr é o raio da Terra. A velocidade em funcao da altura x é obtida combinando-se as
Equagoes (2.27) e (2.28). O resultado é

1 1
v? = v} +2GM < - ) (2.29)
rr+x  Tr

onde r = rp + x. Da Equagao (2.26), temos que a aceleracao da gravidade na superficie da

Terra
GM
g =

A férmula para a velocidade pode entao ser escrita como

-1
v? =] — 29T (1 + x) (2.30)
rT

A equacao acima se reduz a férmula familiar para um campo gravitacional uniforme

v =] — 29T
quando z for muito menor do que r¢ tal que o termo % possa ser desprezado em comparacao
com a unidade.

O ponto de retorno do movimento do projétil, isto é, a altura maxima atingida, serd
obtido colocando v = 0 e explicitando z. O resultado sera

V2 2 \ !
Tmaz = h = =~ (1 -2 ) (2.31)
2g 2grr
Novamente obteremos a formula usual
)
2g

se desprezarmos o segundo termo.

Finalmente, vamos aplicar a férmula exata (2.31) para obtermos a velocidade de escape,
isto é, o valor de vy para o qual A seja infinito. E claro que isto ocorre quando a quantidade
entre parénteses for igual a zero. O resultado é

Ve = £\/29TT

o que da
v, ~ 11km/s = 11 x 10° m/s

para a velocidade de escape da superficie da Terra.

Na atmosfera terrestre, a velocidade média das moléculas de ar (Oq e No) é de aproxima-
damente 0,5km/s, que é consideravelmente menor que a velocidade de escape, entao a Terra
retém sua atmosfera. (De acordo com a teoria cinética dos gases, a velocidade média das

moléculas de um gas é igual a \/% onde k é a constante de Boltzmann (1,38 x 107 1% erg/K) e
T é a temperatura absoluta). A Lua, por outro lado, ndo tem atmosfera porque a velocidade
de escape na sua superficie, devido a pequena massa, ¢ consideravelmente menor do que na
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superficie da Terra; qualquer molécula de oxigénio ou nitrogénio eventualmente escaparia.
A atmosfera da Terra, entretanto, nao contém uma quantidade significativa de hidrogéenio,
embora ele seja o elemento mais abundante no universo como um todo. A atmosfera de
hidrogenio teria escapado da superficie da Terra a muito tempo porque sua velocidade mo-
lecular é suficientemente grande (devido a pequena massa da molécula de hidrogénio) tal
que um numero significativo de moléculas teria, em cada instante, velocidade maior do que
a velocidade de escape.

2.12 Forca Restauradora Linear — Movimento Har-
monico

Um dos casos mais importantes de movimento retilineo, tanto sob o ponto de vista pratico
quanto tedrico, é aquele provocado por uma forga linear restauradora. O médulo desta forca
¢é proporcional ao deslocamento da particula em relacao a sua posicao de equilibrio e seu
sentido se opoe ao deslocamento. Tal forca é exercida por uma corda elastica ou por uma
mola que obedeca a lei de Hooke

F=—-kX—a)=—kx (2.32)

onde X é o comprimento total da mola e a o comprimento da mola nao deformada. (Sem
carga). A varidvel z = X —a é o deslocamento da mola em relagao a sua posigao de equilibrio.
A constante de proporcionalidade k& é chamada de constante elastica. Consideremos uma
particula de massa m presa a uma mola como mostra a Figura (2.4a); a forga que atua na
particula é dada pela Equagao (2.32). Consideremos a mesma mola dependurada vertical-
mente e tendo a mesma particula presa no seu extremo. A forga total que atua na particula
é

F=—-k(X —a)+mg (2.33)

onde o sentido positivo é para baixo. Agora, neste ultimo caso, medimos x relativamente

a nova posicao de equilibrio, isto é, tomamos ¥ = X —a — 7. Assim temos novamente
F = —kz, e a equacao do movimento, em ambos os casos, é
mi + kx =0 (2.34)

Esta equagao diferencial do movimento é encontrada em uma grande variedade de pro-
blemas fisicos. No exemplo particular que estamos usando aqui, as constantes m e k se
referem a massa do corpo e a constante eldstica da mola, respectivamente, e o deslocamento
x é um comprimento. A mesma equacao é encontrada, como veremos mais tarde, no caso
de um péndulo, onde o deslocamento é um angulo e as constantes envolvem a aceleragao da
gravidade e o comprimento do péndulo. Novamente, esta equagao se aplica a certos tipos de
circuitos elétricos, onde as constantes representam os parametros do circuito e a quantidade
x representa a corrente elétrica ou a voltagem.

A Equacao (2.34) pode ser resolvida de vérias maneiras. E um exemplo de uma impor-
tante classe de equagoes diferenciais conhecidas como equacao diferencial linear com coefici-
entes constantes. A equacao geral de ordem n deste tipo é

d"x d*x dx
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\— posi¢ao de

equilibrio

@ (b)

Figura 2.4: Tlustracao do oscilador harmonico linear por meio de um bloco de massa m e
uma mola. (a) Movimento horizontal. (b) Movimento vertical.

A equagao é chamada homogénea se b = 0. Muitas, se nao a maioria, das equagoes diferen-
ciais da fisica sao equacoes diferenciais lineares de 22 ordem. A fim de resolver a Equacao
(2.34) utilizaremos o método das tentativas experimentando como solug¢ao a fungao Ae?
onde ¢ é uma constante a ser determinada. Se x = Ae? for, de fato, uma solucao, entao
para todos os valores de ¢ teremos

d2
m—(Ae?) + k(Ae?) =0
(A1) + k(A
o que, depois de cancelarmos os fatores comuns, se reduz a equagao, (esta equagao é chamada
equagao auxiliar)
mq® + k=0

| k
q = i\ — = Liwy
m

onde 1 = +/—1, e wyg = \/%. As solugoes das equagoes diferenciais lineares sao aditivas. (Isto
é, se fi e fo forem solugodes, entdo a soma fi; + fo também serd uma solugao). A solugao da
Equacao (2.34) é entao

ou seja

x =A™ 4 A e ot (2.35)
Desde que e = cosu + isenu,
r = asenwgt + bcos wyt (2.36)
ou
xr = Acos(wot + 6p) (2.37)

sao formas alternativas da solucao. As constantes de integracao nas solugdes acima sao
determinadas a partir das condigoes iniciais. Por substituicao direta podemos verificar que
todas as trés expressoes sao solugoes da Equacao (2.34). O movimento é uma oscila¢ao
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Figura 2.5: Grafico do deslocamento em fun¢ao do tempo para o oscilador harmonico.

senoidal do deslocamento x. Por esta razao a Equagao (2.34) é frequente chamada de equacao
diferencial do oscilador harmonico ou oscilador linear.

O coeficiente wy é chamado frequéncia angular. O valor méaximo de x é chamado ampli-
tude da oscilagdo; é a constante A na Equagao (2.37), ou va? + b? na Equagao (2.36). O
periodo T da oscilacao é o tempo requerido para um ciclo completo, como mostra a Figura
2.5, isto é, o periodo é o tempo para o qual o produto wyt aumenta de exatamente 27, entao

2T m
Ty = wio = 271'\/; (2.38)

A frequencia linear de oscilacao fy é, por definicao, o nimero de ciclos por unidade de tempo,
portanto

Wy = 27Tf0
1 1 [k
= — = —4/— 2.39
Jo T, 27r\m (2.39)

E comum empregar-se a palavra frequéncia para designar tanto a frequéncia angular quanto
a linear; fica claro do contexto a qual delas estamos nos referindo.

Exemplo

Uma mola leve se distende de b quando equilibra um bloco de massa m. Encontre o
movimento resultante em fungao de t sabendo-se que no instante ¢ = 0 o bloco foi abandonado
em repouso a uma distancia [ abaixo de sua posicao de equilibrio. Primeiro, a fim de obtermos
a constante da mola, notamos que na condi¢ao de equilibrio estatico

F=—-kb+mg=0
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tal que
myg
=
b

Portanto a frequéncia angular de oscilagao é

-\
wn = _— = —
0 m b
Para obtermos as constantes da equacao de movimento

x = Acos(wot + o)

vamos fazer
no instante t = 0. Mas
e entao

logo

é a expressao desejada.

2.13 Consideracoes de Energia no Movimento Harmo-
nico

Considere uma particula movendo-se sob a acao de uma forca restauradora linear
F = —kx. Vamos calcular o trabalho W realizado por uma forca externa F, para levar
a particula da posi¢ao de equilibrio (z = 0) a uma posi¢ao genérica x. Temos

F,=—-F=kx

x k
W = /Fadx :/ (kx)dr = §x2
0

O trabalho W fica armazenado na mola na forma de energia potencial

k
V() =W = 51:2 (2.40)
A definigao de V', Equagao (2.13), requer que F = —% = —kx. A energia total serd entao
dada pela soma das energias cinética e potencial
1 5, 1
E=_-mi*+ —kx (2.41)

2 2
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Podemos escrever a velocidade em funcao do deslocamento

28k,
T=(———x
m m

e integrar a fim de obtermos ¢t em funcao de x, como segue

onde

e C' é a constante de integracao. Depois de integrar obtemos a mesma relagao encontrada na
Secao precedente, exceto que agora temos um valor explicito para a amplitude A. Poderiamos
ter obtido a amplitude diretamente a partir da equagao da energia (2.41) lembrando que z

deve situar-se entre (/2E/k e —/2E/k a fim de que & seja real. Isto estd ilustrado na
Figura 2.6 que mostra a funcao energia potencial e os pontos de retorno do movimento para
diferentes valores da energia total E.

Da equacao da energia vemos que o valor maximo de &, que chamaremos v,,q,, ocorre
em x = 0, e entao teremos

1 1
E=_mv?, = -kA?
2 2
ou
k
Umaz —A= CUQA
m
V(X)

Figura 2.6: Grafico da funcao energia potencial do oscilador harmonico. Mostra-se os pontos
de retorno definindo a amplitude para dois valores de energia total.
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2.14 Movimento Harmonico Amortecido

A analise do oscilador harmonico feita acima é idealizada uma vez que nao levamos em conta
as forcas de atrito. Pequenas ou nao elas estao sempre presentes nos sistemas mecanicos.
Analogamente, existe sempre resisténcia nos circuitos elétricos. Vamos considerar, por exem-
plo, o movimento de um objeto dependurado em uma mola de constante k. Vamos supor que
exista uma forga viscosa retardadora variando linearmente com a velocidade (como na Segao
2.8), ou seja, tal como aquela produzida pela resisténcia do ar. As forgas estao indicadas na
Figura 2.7.

Sendo z o deslocamento em relagao a posicao de equilibrio, entao a forca restauradora
exercida pela mola sera —kx, e a forca retardadora —ci, onde ¢ é uma constante de propor-
cionalidade. A equagao diferencial do movimento F' = m& sera portanto —kx — ¢t = mi
ou, rearranjando os termos

mi +ct +kr =0 (2.42)

posiczo de
equilibrio

Figura 2.7: O oscilador harmonico amortecido.

Novamente tentaremos uma solucao do tipo exponencial Ae?, que deverd satisfazer a
equacao
d2

m (A% + L (Aey + k(Aem) = 0

dt

para qualquer t. Isto ocorrera se ¢ satisfizer a equacao auxiliar mq? + cq + k = 0. As rafzes
sao dadas pela formula quadratica

—c+ 2 —4dmk

2m

q= (2.43)

Existem trés casos fisicamente distintos

i. ¢ >4mk super-amortecimento
ii. ¢®=4mk amortecimento critico
iii. ¢ <4mk sub-amortecido
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i) No primeiro caso, vamos chamar —v; e —7, os dois valores reais de ¢ dado pela Equagao
(2.43). A solucao geral poderd ser escrita

r=Ae " + Age ! (2.44)

Vemos que o movimento é nao oscilatério, o deslocamento x decai a zero de uma maneira
exponencial a medida que o tempo passa, como mostra a Figura 2.8.

X amortecimentos

super-amortecido

critico

Figura 2.8: Graficos do deslocamento em funcao do tempo para os casos super-amortecido
e amortecimento critico do oscilador harmonico.

ii) No caso de amortecimento critico as duas raizes sao iguais, e a Equacao (2.44) néo
representard a solucao geral desde que existe apenas uma funcao e™! e uma tinica constante
(A1 + As), onde v = ¢/2m. Para obtermos a solugao geral neste caso voltaremos a equagao
diferencial original (2.42). Para raizes iguais esta equagao pode ser fatorada

KL I (A
a )\ )T

Fazendo a substituicdo u = vz + 9% teremos

dt
d
- -0

o que é facilmente integravel dando u = Aje™"". Portanto, da defini¢ao de u, yx + dz/dt =
Are™ 7 que também pode ser escrito

A = <7x + CZ) e’ = i(we%)

Uma segunda integracao em relacao a t da At = xe’* — A, ou finalmente

xr = e_wt(Alt + AQ) (245)
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Esta equacao representa um movimento nao oscilatério, o deslocamento x decaindo a zero
assintoticamente com o tempo, Figura 2.8. O amortecimento critico produz um 6timo retorno
a posicao de equilibrio para aplicacoes praticas tais como suspensoes de galvanometros, etc.
iii) Se a constante de resisténcia c for suficientemente pequena tal que ¢ < 4mk, teremos
o terceiro caso: sub-amortecimento. Neste caso ¢ serd complexo. As duas raizes da equacao
auxiliar serao ntimeros conjugados complexos e o movimento sera dado pela solucao geral

x = ApelrFwnt g g(r—iwnt (2.46)
onde v = 5, e
k c?
_ ./ _ ]2
w1 = % — 47777/2 = Wy — ’72 (247)
x = e "(asenwt + bcoswit) (2.48)

onde a =i(Ay — A-) e b= (A; + A_). Podemos também escrever a solugdo como
x = Ae " cos(wit + 6p) (2.49)

onde

A=Va®+b e 0= —arctg <Z)

A forma real da solucao mostra que o movimento é oscilatério, e que a amplitude Ae™

decai exponencialmente com o tempo. Além disso, notamos que a frequéncia angular de

oscilacao w; é menor que a do oscilador nao amortecido wy. A frequéncia w; é chamada
frequéncia natural.

No caso de amortecimento fraco, ou seja se v for muito pequeno comparado a wy, podemos

usar a relagao aproximada
2

2&)0
que é obtida expandindo-se em série o lado direito da Equagao (2.47) pelo uso do teorema
binomial e retendo somente os dois primeiros termos.

A Figura 2.9 mostra o grafico do movimento. Da Equacao (2.49) segue que as duas
curvas x = Ae™ " e x = —Ae™ 7" formam um envoltdrio da curva do movimento uma vez que
o cosseno toma valores entre +1 e —1 nos pontos onde a curva toca o envoltério. Os pontos
de contato estao separados por um intervalo de tempo de meio periodo, ou 7/wy, mas estes
pontos nao sao os maximos e os minimos do deslocamento x. Fica para o leitor encontrar os
valores de £ nos quais o deslocamento assume valores extremos.

Consideragoes de Energia

A energia do oscilador harmoénico amortecido é, em qualquer instante, igual a soma da
energia cinética 1ma? e da energia potencial §kz*:

1 1
FE = imiﬁ + 5/51:2
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Figura 2.9: Grafico do deslocamento em fun¢ao do tempo para o oscilador harmonico sub-
amortecido.

No oscilador nao amortecido E é constante. Vamos diferenciar a equacao acima em relagao
a t a fim de obtermos a taxa temporal de variacao de E. Temos entao

— = mit + kir = (mi + kx)x

dt

Mas, da equagcao diferencial do movimento, Equacao (2.42)
mz + kr = —cx

Consequentemente,

dE
T —ci? (2.51)

E uma quantidade sempre negativa e representa a razao na qual a energia esta sendo dissipada
na forma de calor pelo atrito.

Exemplos

1. Uma particula de massa m esta presa a uma mola de constante elastica k. O amorte-
cimento é tal que v = wp/4. Encontre a frequéncia natural. Da Equagao (2.47) temos

, W 15 [k [15
Wi — — =wo\l = =1\ —1{/—=
16 16 Vm\ 16
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2. No problema acima, encontre a razao entre as amplitudes de duas oscilagoes sucessivas.
Esta razao, da teoria anterior, é dada por

Ae_’YTl = 677T1
A
onde ] 5
Tl = — = i
S w1
Portanto, em nosso problema
g2 [16_2r [16
wo V15 4y V15
ou
m [16
Ty = —y/—=1,62
Y41 o\ 15 )

Portanto a razao entre as amplitudes de duas oscilacoes sucessivas é

e 102 =0, 20.

2.15 Movimento Harmonico Forcado — Ressonancia

Nesta secao estudaremos o movimento do oscilador harmoénico amortecido forcado por uma
forca externa harmonica, isto é, uma forca que varia senoidalmente com o tempo. Vamos
supor que esta forca tenha frequéncia angular w e amplitude Fj e portanto podemos escrever

F..t = Fycos(wt + 0)
E conveniente, entretanto, usar a forma exponencial
Fezt — Foei(wt-HS')

ao invés da trigonométrica, embora ambas possam ser usadas. (A forma exponencial é
equivalente a F,,; = Fycos(wt + 0) + iFysen(wt + 0). A equacao diferencial resultante sera
satisfeita se as partes real e imaginéria nos dois lados da equacao forem iguais). A forca total,
entao, sera a soma de trés forcas: a forga elastica restauradora —kx, a forga de amortecimento
viscoso —ci e a forca externa F.,;. A equacao diferencial do movimento serd portanto

—kx —cx + Fopp = mi

ou
mi 4 ci + kx = Fayy = Foe!@9 (2.52)

A solucao da equacao diferencial linear acima é dada pela soma de duas partes, a primeira
parte sendo a solucao da equacao diferencial homogénea mi + c& + kx = 0, que ja foi
resolvida na Secao precedente; e a segunda parte sendo qualquer solugao particular. Como
vimos, a solucao da equacgao homogénea representa uma oscilagao que eventualmente decai
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a zero — ¢ chamado o termo transiente. Estamos interessados na solucao que depende da
natureza da forca aplicada. Uma vez que esta forca varia senoidalmente com o tempo e tem
amplitude constante, é razoavel esperar uma solucao para a qual o deslocamento x também
tenha uma dependéncia temporal senoidal. Portanto, para o regime estacionario, tentaremos

uma solucao da forma
T = Aei(wt—l—@’)

Se esta func¢ao tentativa for correta teremos

d? » , d , ’ : , ,
i(wt+6") i(wt+6") i(wt+0") __ i(wt+0)
mos (Ae ) + Co (Ae ) + kAe = Fye

para qualquer valor de t. Depois de efetuar as operagoes indicadas e cancelar os fatores
comuns teremos:

—mw? A + iwcA + kA = Fye'"") = Fylcos(0 — ') + isen(d — 6")]
Identificando as partes real e imaginaria, teremos
Ak — mw?) = Fycos ¢ (2.53)

cwA = Fysen ¢ (2.54)

onde chamamos de ¢ a diferenca de fase ou angulo de fase § — ¢’. Dividindo a segunda
equagao pela primeira e usando a identidade sen ¢/ cos ¢ = tg ¢, obtemos

(60

tg ¢ = (2.55)

k — mw?

Elevando-se ao quadrado ambos os lados das Equagoes (2.53) e (2.54), somando e lembrando
a identidade sen®¢ + cos?¢ = 1, obtemos

A*(k — mw?®)® + Fw’A® = F

Explicitando a amplitude das oscilagoes no regime estacionario A, teremos

F
A= 0 (2.56)
\/(k — mw?)? + w?
e como, wy = y/k/m e v = ¢/2m, podemos escrever
2vw
top = ——1— 2.57
g¢ @ — o7 (2.57)
F
Ao o/m (2.58)

\/(wg — w?2)? + 4922

A equacao acima relacionando a amplitude A a frequéncia da forca externa é de im-
portancia fundamental. O gréafico, Figura 2.10, mostra que A assume um valor maximo
numa certa frequéncia w,, chamada de frequéncia de ressonancia.
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Q)c=1/2 mw
(2)c=1/4 moy,

amplitude

@)

O 1 1
20,

@
?requencia

Figura 2.10: Grafico da amplitude em func¢ao da frequéncia da forga externa.

A fim de obtermos a frequéncia de ressonancia calculamos dA/dw da Equagao (2.58)
e igualamos o resultado a zero. Explicitando w da equacao resultante encontramos que a

frequéncia sera dada por
W= w, = \Jwi — 272 (2.59)

No caso de amortecimento fraco, isto é, quando a constante de amortecimento ¢ for muito
pequena, ¢ < 2v/mk, ou, equivalentemente, se v < wy, entdo a frequéncia de ressonancia
w, serd aproximadamente igual a frequéncia do oscilador harmonico simples (sem amorte-
cimento) wy. Se utilizarmos o teorema binomial para expandir o lado direito da Equagao
(2.59) retendo apenas os dois primeiros termos, teremos

2
Wy AWy — T (2.60)
)
As Equagoes (2.59) e (2.60) devem ser comparadas as Equagoes (2.47) e (2.50) que dao a
frequéncia de oscilacao do oscilador harmonico amortecido. Facamos € representar a quan-
tidade 72 /wy. Entao podemos escrever

1
W1 ~ Wy — 56 (261)
para o valor aproximado da frequéncia natural e
Wy R wy — € (2.62)

para o valor aproximado da frequéncia de ressonancia.
A amplitude no regime estacionario e na frequéncia de ressonancia, que chamaremos
Apaz, € obtida das Equagoes (2.58) e (2.59). O resultado é

Amax _ Fo/m . FO

2y fud — 2 eyfwd — 2
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No caso de amortecimento fraco, desprezamos v? e escrevemos

Py R

A
T Qymwy cwy

Entao a amplitude da oscilacao induzida na condicao de ressonancia se torna muito grande
se a constante de amortecimento for muito pequena, e vice-versa. Em sistemas mecanicos
pode ser que seja ou nao desejavel grandes amplitudes de ressonancia. No caso de motores
elétricos, por exemplo, usa-se borracha ou suporte de molas para minimizar a transmissao
de vibracao. A constante elastica de tal suporte é escolhida de maneira a garantir que a
frequéncia de ressonancia resultante seja bem diferente da frequéncia de operagao do motor.

A largura do pico de ressonancia é frequentemente de interesse. Consideremos o caso de
amortecimento fraco v < wy. Entao na expressao para a amplitude no regime estacionario,
Equacao (2.58), poderemos fazer as seguintes substituigoes

wy —w® = (wo+w)(wp — w)

Q

2wp(wp — w)
Tw =~ YWo

Estas, juntamente com a expressao para A,,q., nos permitird escrever a equagao da amplitude

na forma
Amaz’y

V(wo —w)? + 7

A equagao acima mostra que quando |wy — w| = 7, ou equivalentemente, se

A= (2.63)

Ww=uwyxy
entao
AQZEAZ
2 max

Sabendo-se que a energia é proporcional a A2, vemos que 2 ¢ a diferenca de frequéncia entre
os pontos para os quais a energia do oscilador é igual a metade da energia na frequéncia de
ressonancia. Entao, v ¢ uma medida da largura da curva de ressonancia. Isto esta ilustrado
na Figura 2.10.

Podemos designar a largura do pico de ressonancia de uma outra maneira utilizando-se o
parametro ), chamado de fator de qualidade, de um sistema ressonante. () é definido como

W
Q= > (2.64)
ou, para amortecimento fraco "
Q= 2—3 (2.65)
Entao a largura a meia altura da curva energia x frequéncia é aproximadamente
Aw =27y = “o
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ou, como w = 27 f

dando a largura relativa do pico de ressonancia.

Osciladores de cristal de quartzo sao usados para controlar a frequéncia de estagoes
radiodifusoras. O @ do cristal de quartzo em tal aplicacao é da ordem de 10* Valores
tao grandes quanto este garantem que a frequéncia de oscilagdo permaneca precisamente na
frequéncia de ressonancia.

¢
s
w2 —
Q)c=1/2 may
(2)c=1/4 may,
0 (&) 2000

0 .
frequencia

Figura 2.11: Grafico do angulo de fase em funcao da frequéncia da forca externa.

A diferenca de fase ¢ entre a forga aplicada e a resposta do sistema é dada pela Equacao
(2.57). Esta equacao esté representada na Figura 2.11 que mostra ¢ em fungao de w. Vemos
que a diferenca de fase é pequena para w pequeno, ou seja, a resposta do sistema esta em
fase com a forca aplicada a ele. Na frequéncia de ressonancia ¢ aumenta para 7/2, isto é, a
resposta estd defasada de 90° em relacao a forca aplicada. Finalmente, para valores muito
grandes de w, o valor de ¢ se aproxima de m, portanto o movimento do sistema esta com
180° de defasagem em relagao a forca externa.
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Analogos Elétrico-Mecéanico

Existe uma analogia precisa entre o movimento de um sistema mecanico de massas e molas
com forcas de atrito do tipo estudado previamente e um circuito constituido de elementos
indutivo, capacitivo e resistivo, no qual flui uma corrente elétrica. Assim, se a corrente
i = dq/dt (q sendo a carga) flui através de um indutor L, a diferenca de potencial nos
extremos do indutor é L§ e a energia armazenada é %qu. Portanto indutancia e carga sao
os analogos a massa e deslocamento, respectivamente, e diferenca de potencial é o analogo a
forga. Similarmente, se um capacitor de capacitancia C tiver carga ¢, a diferenca de potencial
serd & e a energia armazenada é %% Consequentemente, vemos que o reciproco de C' é o
analogo a constante elastica, k, da mola. Finalmente se uma corrente elétrica ¢ flui através
de um resistor de resisténcia R, a diferenca de potencial entre seus extremos é 1R = ¢R,
e a razao temporal da energia dissipada ¢ 2R = ¢?R em analogia com c0? para o sistema
mecanico, Equagao (2.51). A Tabela 2.1 resume a situacao

Tabela 2.1:
MECANICO ELETRICO
x  deslocamento q carga
z  velocidade g =1 corrente
m  massa L indutancia
k  constante eldstica C~!  reciproco da capacitancia
¢ constante de amortecimento R resisténcia
F  forca V diferenca de potencial
Exemplos

1. Determine a frequéncia de ressonancia e o fator de qualidade para o oscilador amor-
tecido do Exemplo 1 da péagina 62.

Temos
wy = JwE— 292
2
_ 2_2@
O 716
7 k |7
_ R N 2.66
YV TV (2.66)

para a frequéncia angular de ressonancia. O fator de qualidade é dado por
w, woy/7/8 7
Q=—=—""—-=24/=-=1,87
2y 2(wo/4) 8

2. Se a frequéncia da forga aplicada no oscilador acima é wy/2, encontre o angulo de fase
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¢. Da Equagao (2.57), temos

_ 2(wo/4)(wo/2) _ 1/4 1
O (w22 343

Portanto

1
¢ = arctg (3) = 18%4

2.16 Movimento sob a acao de uma Forca Periddica
nao Senoidal

A fim de determinarmos o movimento de um oscilador harmoénico sujeito a uma forca ex-
terna periddica mas nao senoidal é necessario utilizar um método mais complicado que o
utilizado na segao precedente. Neste caso mais geral é conveniente usar o principio da super-
posigao. Este principio estabelece que se a forga aplicada F'(t) que atua no oscilador puder
ser expandida numa soma
F(t) = Y Fult)
n

tal que as equacoes diferenciais
mi, + ci, + kx, = F,(t)
sejam individualmente satisfeitas pelas funcoes
Ty = X, (t)
entao a equagao diferencial

mi + ¢t + kx = F(t) =Y F,(t)

n

sera satisfeita pela funcao

= z,(t)

Da linearidade das equagoes diferenciais do movimento segue imediatamente que o teorema
acima ¢é valido.

Em particular, quando a for¢a externa F'(t) for periédica de frequéncia angular w, po-
deremos desenvolvé-la em série de Fourier. (Consulte um livro texto sobre o método de
Fourier). De acordo com a teoria de série de Fourier, podemos expressar F'(t) numa soma
de termos em senos e cossenos, ou alternativamentepodemos escreve-la em termos de uma
soma de exponenciais complexas, isto é,

F(t) =) F,e™" (n=0,+1,4£2,...)
Os coeficientes sao dados por

t==1 A
F, = / © F(t)e ™t dt

21 Ji=—=
w
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Como na secao precedente, o movimento real serd dado pela soma de duas partes, a
saber, um termo transiente, que desprezaremos, e a solucao estacionaria.

z(t) = Ag + Are™t + Aye*™ ..+

O primeiro termo Ay é uma constante cujo valor depende da forma de F(t). Ay é nulo
para forga simétrica. O segundo termo é a resposta de um oscilador forcado na frequéncia
fundamental w. O terceiro é a resposta no segundo harmonico da forca aplicada e assim por
diante.

Podemos usar a teoria da secao precedente para obtermos as amplitudes A, em termos
dos coeficientes F,,. Entao, da Equacao (2.58) temos

F,/m
\/(wg — n2w?)? + 4v2n2w?

A, = (2.67)

Da analise acima, vemos que o movimento estacionario final é periddico e que ao harmonico
nw que for mais proximo da frequéncia de ressonancia w, correspondera a maior de todas as
amplitudes. Em particular, se a constante de amortecimento ~ for muito pequena e se algum
dos harmonicos da forga coincidir com a frequéncia de ressonancia de tal maneira que, para
algum valor de n, tenhamos

Wy = Nw

entao a amplitude A, correspondente a este harmonico sera dominante. Consequentemente
o movimento resultante de um oscilador sera aproximadamente senoidal mesmo que a forca
externa aplicada nao o seja.

Exercicios de Treinamento

2.1 Uma particula de massa m esta inicialmente em repouso. Subitamente, no instante
t = 0, aplica-se uma forca constante Fy. Depois de um intervalo de tempo ty a forca
subitamente dobra de valor e permanece constante dai para a frente. Encontre a
velocidade da particula e o deslocamento total no instante ¢t = 2t,.

2.2 Encontre a velocidade v e a posicao x em funcao de ¢ de uma particula de massa m
que parte do repouso em t = 0 sujeita as seguintes forcas:

a) F:FO

b) F' = Fy+ bt
c) F'= Fycoswt
d) F = kt?

2.3 Encontre a velocidade v em fungao do deslocamento = de uma particula de massa m
que parte do repouso em x = 0 sujeita as seguintes forcas:

a) F'=Fy+ kx
b)F:Foe_kx
c) F=F+kv
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2.4 A forca que atua numa particula varia com a posicao de acordo com a lei de poténcia

F(x) = —kz"

a) Encontre a func¢do energia potencial.
b) Se v =wvg em t =0 e x = 0, encontre v em fungao de x.
¢) Determine os pontos de retorno do movimento.

Problemas

2.5 Uma particula de massa m estd inicialmente em repouso. Uma forca constante Fj atua

2.6

na particula até o instante ¢t = ty5. A forca entdao aumenta de valor linearmente com
o tempo tal que depois de um intervalo adicional ¢ty a forca vale 2Fy. Mostre que a
distancia total percorrida pela particula no intervalo total de tempo 2ty é

13 Fytd
6 m
Um bloco é lancado para cima em um plano inclinado com velocidade inicial vy. Se a

inclinacao do plano é 6, e o coeficiente de atrito cinético entre o plano e o bloco é p,
encontre o tempo total necessario para o bloco retornar ao ponto de lancamento.

2.7 Um bloco desliza numa superficie horizontal lubrificada com éleo pesado tal que o bloco

2.8

sofre uma resisténcia viscosa que varia com a velocidade de acordo com a equacao
F(v) = —c"

Se a velocidade inicial é vg em t = 0, encontre v e o deslocamento x em funcao do
tempo ¢. Encontre também v em func¢ao de . Em particular, mostre que paran = 1/2,
o bloco nao percorrera mais do que

(3)

2muy
3c

Uma particula de massa m é abandonada em repouso a uma distancia b de um centro
fixo de for¢a que atrai a particula de acordo com a lei do inverso do quadrado

F(z) = —ka™?
Mostre que o tempo necessario para a particula chegar a origem é:

mb?

8k

™

2.9 Encontre a relagao entre a distancia de queda e a velocidade de um corpo abandonado

do repouso em queda livre e sujeito a resisténcia do ar proporcional: (a) a velocidade
(b) ao quadrado da velocidade.
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2.10 Um projétil é lancado verticalmente para cima com velocidade inicial vg. Supondo
que a resisténcia do ar seja proporcional ao quadrado da velocidade, mostre que a
velocidade do projétil ao retornar ao ponto de lancamento ¢é

UVoUt
\/ U8 + v}

no qual
m
vy = velocidade terminal = g
c

2.11 A velocidade de uma particula de massa m varia com o deslocamento x de acordo com
a equagao

v=—
x

Encontre a for¢ga que atua na particula em funcao de x.

2.12 Sabendo-se que a forca que atua em uma particula é o produto de uma funcao da
posic¢ao e uma fungao da velocidade F'(z,v) = f(z)g(v), mostre que a equagao diferen-
cial do movimento pode ser resolvida por integracao. A equacao de movimento pode
ser resolvida por simples integracao se a forca for o produto de uma fungao da posicao
por uma funcao do tempo? E se for o produto de uma funcao do tempo por uma
funcao da velocidade?

2.13 A forca que atua em uma particula de massa m é dada por
F =kvx

em que k é uma constante. A particula passa pela origem com velocidade vg em ¢ = 0.
Encontre x em funcao de t.

2.14 Uma particula executando movimento harmoénico simples de amplitude A passa pela
posicao de equilibrio com velocidade vg. Qual é o periodo de oscilagao?

2.15 Duas particulas de massas m; e my executam movimento harmonico simples de ampli-
tude A; e Ay, respectivamente. Qual é a razao entre seus periodos: T /T, se a energia
total da particula 1 for duas vezes a da particula 27

2.16 Uma particula executando movimento harmonico simples tem velocidade vy quando o
deslocamento é x; e a velocidade vy quando o deslocamento for z5. Encontre o periodo
e a amplitude do movimento.

2.17 Um tnico objeto de massa m esta dependurado em duas molas de constantes ky e ks
mantidas em posicao vertical. Mostre que a frequéncia angular de oscilacao é

ki + ko
m
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se as molas forem ligadas em paralelo e

k1ko
(]{31 -+ kg)m

se as molas forem ligadas em série.

2.18 Uma caixa de massa M contendo um bloco de massa m estd dependurada em uma
mola de constante elastica k. Encontre a forca de reacao entre o bloco e o fundo da
caixa em funcao do tempo sabendo-se que o sistema foi deslocado para baixo de uma
distancia d, contada a partir da posicao de equilibrio, e em seguida abandonado. Para
que valor de d o bloco perdera o contato com o fundo da caixa na parte mais alta das
oscilagoes verticais? Despreze a resisténcia do ar.

2.19 Mostre que a razao entre duas elongacoes maximas sucessivas de um oscilador harmoénico
amortecido é constante. (Nota: Os méaximos nao ocorrem nos pontos de contato da
curva de elongagao em fungao do tempo com a curva Ae™ ).

2.20 Sabendo-se que a amplitude de um oscilador harménico amortecido diminui para 1/e
do seu valor inicial depois de n ciclos completos, mostre que a razao entre o periodo
de oscilagao e o periodo do mesmo oscilador sem amortecimento é dado por

LAY/ R
Ty 4r2n2 8m2n?

2.21 A velocidade terminal de uma bola em queda livre é v;. Quando a bola esta dependu-
rada em uma mola leve a mola se distende de xy. Mostre que a frequéncia natural de
oscilagao ¢ dada por

g g?

w =4 = — 2
xy  4v?

supondo que a resisténcia do ar seja proporcional a velocidade.
2.22 Mostre que a energia do sistema acima cai a 1/e do seu valor inicial em ¢t = v;/g.

2.23 Mostre que a frequéncia da forca externa, para a qual a amplitude do oscilador
harmonico for¢ado é a metade da amplitude de ressonancia, é aproximadamente

Wo + 'Y\/g
Counsidere o caso de amortecimento fraco.

2.24 Encontre a frequéncia para a qual a velocidade do oscilador harmonico forcado é
maxima. (Sugestao: Maximize a quantidade v, = wWA(W)).

2.25 Mostre que o fator de qualidade () de um oscilador harmonico forcado é igual ao fator
pelo qual deve ser multiplicado a resposta a frequéncia para se obter a resposta a
frequéncia de ressonancia.
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2.26 Resolva a equacao diferencial do movimento do oscilador harmonico sujeito a uma
forca amortecida da forma

Fp = Foe * cos(wt).

2.27 Mostre que a série de Fourier para uma onda quadrada periédica é
4 1 1
f(t) = —(sen(wt) + 3 sen(3wt) + - sen(bwt) + .. .)
T

onde

f(t) = 41 para 0<wt<m, 21 <wt<3m, etc
f(t) = —1 para 7 <wt<2m 37 <wt<4m, etc
(2.68)

2.28 Use o resultado acima para obter o movimento estacionario de um oscilador harmonico
forcado por uma onda quadrada periddica de amplitude Fy. Em particular encontre
as amplitudes relativas dos primeiros trés termos A;, Az e A5 da fungao resposta z(t)
no caso em que o terceiro harmonico, 3w, coincide com a frequéncia de ressonancia do
oscilador. Considere o fator de qualidade @) = 100.

Respostas de problemas selecionados de nimeros impa-
res

=) v

2.1 v= 73€%t0;x(2t0) = %Fot

m

23 a)v = \/(ZFOJE + ka?)m~1
c) T =3 [kv — Fyln (%%f’)}

27 v=(A+Bt)*onde A=v;, ", B=

L B=£(n—1),a=(1—n)"
z = C(v§ —v°) onde C' = 2(2—n)

en#1,2ef=2—-n

<
m
-1

29 a)x=—"T{v+ "Il + )|
b) z = —2In(1 — &)

myg

2.13 x = atg (bt) onde a = \/2muy/k, b = \/kvo/2m
2.15 42\ /o



Capitulo 3

Movimento Geral de uma Particula
em Trés Dimensoes

Passemos agora ao caso geral do movimento de uma particula no espaco.

3.1 Momentum Linear

Vimos que a forma vetorial da equacao de movimento de uma particula é

F=—
dt
ou, de modo equivalente,
- d
F = %(mV) (3.1)

Essa é a forma abreviada para trés equagoes nas quais as componentes de forca podem
depender das coordenadas, de suas derivadas em relacao ao tempo e do tempo. Infeliz-
mente nao existe um método geral para encontrarmos solucoes analiticas dessas equagoes
em todos os casos possiveis. Existem entretanto muitos tipos de funcoes forca, fisicamente
importantes, para as quais as equacoes diferenciais do movimento podem ser resolvidas por
métodos simples. Algumas dessas funcoes serao estudadas nas secoes que se seguem.

Nos casos em que F é uma funcao explicita do tempo, o momentum p pode ser encontrado
determinando-se o impulso, isto é, por integracao relativamente ao tempo, como no caso
unidimensional:

/ Bdt = (t) + C = mv(t) + C (3.2)
Analogamente, uma segunda integracao dara a posicao:
/ dt = T(t) + ¢’ (3.3)

Embora o método seja perfeitamente valido, conhecermos de antemao a forca como funcao
do tempo nao é uma situacao tipica na dinamica. E claro que no caso especial da forca ser
nula, o momentum e a velocidade sao constantes e as equacoes anteriores sao validas. Mais
tarde teremos a oportunidade de discutir, em uma forma mais geral, o conceito de momentum

75



76 CAPITULO 3. MOVIMENTO GERAL DE UMA PARTICULA

constante sob agao de uma forca nula, quando estudarmos sistemas de particulas no Capitulo
4.

3.2 Momentum Angular

Consideremos a equacao geral do movimento de uma particula F = dp/dt. Multipliquemos
ambos os membros pelo operador r'x. Obteremos

O membro da esquerda da equacgao acima é, por definicao, o momento da forca F em relagao
a origem do sistema de coordenadas. O membro da direita ¢ igual a derivada em relagao ao
tempo da quantidade T x p. Para provar isso, diferenciemos

IxF=—(xp) (3.4)

A quantidade T x p é denominada momentum angular da particula em relagao a origem.
Nosso resultado, em palavras, é o de que a taxa de variacao do momentum angular de uma
particula é igual ao momento da forca que atua na particula.

O conceito importante de momentum angular sera particularmente 1til no estudo de
sistemas de particulas e corpos rigidos, Capitulos 4 e 5.

3.3 O Principio do Trabalho

Na equacgao geral do movimento vamos tomar o produto escalar pela velocidade ¥ em ambos

os lados
=, dp _  d(mv)

F.v= .V
dt dt
Usando a regra de diferenciacao de um produto escalar, encontramos

d(¥ . ¥) _ . d¥

dt ot
Considerando a massa constante, vemos que a equagao acima € equivalente a
- d /1 dr
F.v=—(=-mvV.V)|=— 3.5
VYT <2mv V) dt (3:5)

na qual introduzimos a energia cinética ' = %va. Além disso, desde que Vdt = dr, podemos
integrar para obter

/13 L di = /dT (3.6)
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O lado esquerdo da equagao acima é uma integral de linha. Ela representa o trabalho
realizado na particula pela forca F enquanto a particula se movimenta em sua trajetéria. O
lado direito é a variacdo da energia cinética da particula. Portanto a Equacao (3.6) estabelece
que o trabalho realizado sobre a particula pela resultante da forca € igual a variacao da energia
cinética.

3.4 Forcas Conservativas e Campos de Forcas

Geralmente, o valor de uma integral de linha, o trabalho neste caso, depende da trajetéria
de integragao (veja Figura 3.1). Em outras palavras, o trabalho feito usualmente depende
da rota especifica que a particula toma para ir de um ponto a outro. Isto significa que
se tivermos de calcular o valor da integral de linha precisaremos conhecer de antemao a
trajetoria do movimento da particula. Todavia, os tipos usuais de problemas que sao de
interesse em dinamica da particula sao aqueles nos quais a trajetoria do movimento nao é
conhecida a priori, ao contrario, a trajetoria é uma da incoégnitas a ser calculada. O principio
do trabalho expresso pela Equagao (3.6) pode parecer, entdo, ndo ser muito 1til aos nossos
propositos. Entretanto, na verdade este principio é muito 1til no estudo do movimento de
uma particula sob a acao de um tipo particular de forca conhecida como forca conservativa.
Por sorte, muitas das forgas fisicamente importantes sao desse tipo.

Figura 3.1: O trabalho feito por uma forca Féa integral de linha fﬁ . dr.

Quando a forca F for uma funcao das coordenadas de posi¢ao apenas, dizemos que ela
define um campo de for¢as estatico. Dentre os tipos possiveis de campos, existe uma classe
importante para a qual a integral [ F.dré independente da trajetéria de integracao. Tais
campos de forga sao conservativos. Matematicamente, um campo conservativo é aquele para
o qual a expressao F . df é uma diferencial exata. Quando uma particula move-se num
campo conservativo, a integral de linha, e dessa maneira a variacao da energia cinética, pode
ser conhecida de antemao. Este conhecimento pode ser usado para predizer o movimento da
particula.

3.5 A Funcao Energia Potencial para o Movimento Tri-
dimensional

Se uma particula move-se sob a acao de uma forga conservativa F, a afirmacao de que o
acréscimo do trabalho F . dr é uma diferencial exata significa que ela pode ser expressa
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como a diferencial de uma funcao escalar da posigao T, ou seja
F . df = —dV(7) (3.7)

Esta equagao é andloga aquela para o caso unidimensional F(x)dx = —dV, Secdo 2.7. A
funcao V' é a energia potencial. O principio do trabalho, Equacao (3.6), é representada entao
de um modo simples por dT' = —dV ou

d(T+V)=0 (3.8)

Esta relacao implica que a quantidade T'+ V' permanece constante durante o movimento da
particula. Chamamos esta constante de energia total E e escrevemos

1
§m2)2 +V({E) =F (3.9)

No caso de forga nao conservativa o incremento do trabalho nao é uma diferencial exata e
dessa maneira nao pode ser igual a uma quantidade —dV'. Um exemplo comum de forca nao
conservativa é o atrito. Quando forcas nao conservativas estao presentes podemos expressar a
forca total como a soma F—I—F’ onde F representa forgas conservativas e F nio conservativas.
O principio do trabalho é dado entdo por dT' = F . di+F' . df = —dV+F' . dFou d(T+V) =
F' . df. Vemos que a quantidade 7'+ V nao é constante, mas aumenta ou diminui quando a
particula se move dependendo do sinal de F/ . dF. No caso de forcas dissipativas a direcao
de F' ¢ oposta daquela de dr, desse modo F . dré negativo e a energia total 7'+ V diminui
a proporc¢ao que a particula se move.

3.6 Gradiente e o Operador Del em Mecanica
Em coordenadas retangulares, a equacao
F.df=—dV

¢é dada por

Fdx+de—|—Fdz——a—vd —a—vd —a—vdz
Ox dy 0z

o que nos leva as seguintes igualdades

|

Ox Oy 0z (3.10)

Em palavras, se o campo de forga for conservativo, entao as componentes da forca serao
obtidas através das derivadas parciais da fungao energia potencial com o sinal trocado.
Podemos escrever agora a forca vetorialmente como:

~ ov. oV -dV
Fe 1o — 72 — kKo 11
arr dy 0z (3.11)
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Esta equacao pode ser escrita numa forma abreviada mais conveniente

F=-VV (3.12)
Introduzimos aqui o operador vetorial
- 0 o -0
V=T—+7—+k— 3.13
' ox ) dy * 0z (3:13)

V é chamado de operador del. A expressao VV é também chamada de O gradiente de
V e algumas vezes é escrita grad V. Matematicamente, o gradiente de uma fun¢ao é um
vetor que representa sua derivada espacial. Fisicamente, o negativo do gradiente da funcao
energia potencial nos da a direcao, o sentido e o médulo da forga que atua numa particula
localizada num campo criado por outras particulas. O sinal negativo significa que a particula
é obrigada a mover-se na direcao em que a energia potencial decresce. A Figura 3.2 é uma
ilustragao do gradiente. Nessa figura a funcao potencial é representada na forma de curvas
de nivel representando energia potencial constante. A for¢a em qualquer ponto é sempre
normal a superficie equipotencial que passa pelo ponto em questao.

V = constanie

)

Figura 3.2: Um campo de forca representado por linhas de contorno de energia potencial.

3.7 Condicoes para a Existéncia de uma Funcao Po-
tencial

No Capitulo 2 vimos que em se tratando de movimento unidimensional, a for¢a sera conser-
vativa sempre que ela for funcao apenas da posicao. Estamos interessados agora em verificar
se existe uma afirmacao equivalente para o caso geral de movimentos bi e tridimensionais.
Isto é, se a forca que atua em uma particula for uma fungao apenas das coordenadas de
posicao, existird sempre uma fungao V' que satisfaga a Equagao (3.10) acima? A resposta
para esta pergunta é nao; somente existird a fungao potencial se as componentes da forca
satisfizerem certos critérios.
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Vamos supor que exista a func¢ao potencial, isto é, que as equagoes (3.10) sejam validas.
Temos entao

oF, OV 9F, &V

oy  Oyox Or  Oxdy

Como a ordem de diferenciagao pode ser invertida, as duas expressoes sao iguais e,

oF, OF, OF, OF. OF, OF. (3.14)
oy Oz 0z Oz 0z Oy '

Estas sao condigoes necessdrias para que a fungao potencial exista; elas expressam a condi¢ao
de que
F . df = Fydx + F,dy + F.dz

seja uma diferencial exata. E possivel mostrar também que elas sao condigoes suficientes,
isto é, se as Equagoes (3.14) forem vélidas em todos os pontos, entdo as componentes da
forga serao realmente derivaveis de uma fungao potencial V(z,y, z), e a soma da energia
cinética com a energia potencial seréd constante!.

Os critérios para que um campo de forca seja conservativo serao convenientemente apre-
sentados em termos do operador del. Nesta aplicacao introduzimos o produto vetorial do
operador del:

- = oF, OF oF, OF. - (OF, OF
F — — z o 7y — xT o z k 7y o x '1
v 1<6’y 82>+J<82 (91:>+ <0x 83/) (3.15)

O produto vetorial definido acima é chamado de rotacional de F. De acordo com as Equacoes
(3.14), vemos que as componentes do rotacional se anulam se a forga F for conservativa.
Entao a condigao para uma forca ser conservativa pode ser dada numa forma compacta

VxF=0 (3.16)

Matematicamente, esta condi¢ao exige que a expressao F.dr seja uma diferencial exata,
ou em outras palavras, que a integral [ F . dr seja independente do caminho de integracao.
Fisicamente, a anulacao do rotacional da forca F significa que o trabalho feito por F sobre
a particula em movimento é independente da trajetoria que liga um ponto ao outro.

H& uma terceira expressao envolvendo o operador del, ou seja o produto escalar V. F.
Esse é chamado a divergéncia de F. No caso de campo de forga, a divergéncia da uma
medida da densidade de fontes de campo em um certo ponto. A divergéncia é de particular
importancia na teoria de eletricidade e magnetismo.

Expressoes para o gradiente, rotacional e divergéncia em coordenadas cilindricas e esféricas
sao apresentadas abaixo:

Coordenadas Cilindricas

Veja qualquer livro texto de cdlculo avancado, por exemplo, A. E. Taylor, Advanced Calculus, Ginn,
Boston, 1955. Uma discussao interessante dos critérios de conservagao quando este campo contém singula-
ridades foi feita por Feng na Amer. J. Phys. 37, 616 (1969).
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ov. 1oV 9V

—

Gradiente
VV = EGR + E%e(ﬁ + B

Rotacional

L1O(RF,) _ 10Fg)\ ¢
R OR R 06

. . [10F. 0F)\. [(0Fy OF.).
F— (= _ 79 YR
v (Ra¢ 8z>eR+<8z 8R>e¢+
Divergéncia
. - 10(RFp) 10F, OF.
B -
v R OR " Ros o2

Coordenadas Esféricas

Gradiente
o ov n 10V N 1 81/6
=—¢€ +-——€+———
or r 00 " rsenf 0¢ e
Rotacional
> o 1 O(Fysenf) OFy\_, 1 1 O0F, 0(rF)\ .
F = — i _
VX rsenf ( ol 0¢p T \send 0¢p or %+
1 8(1”F9) 8FT 5
+7"< o 00 ) X
Divergéncia
S Fo 10(r*F,) N 1 O(senfFy) 1 OF,
r2  Or rsenf ol rsenf 0¢
Exemplos
1. Encontre o campo de forca da funcao potencial V = z? + zy + xz. Aplicando o
operador del. . . .
F=-VV=-7T2zx+y+2) —Jz—kz

2. O campo de forca F= Ty +Jxz + Eyz é conservativo? O rotacional de F é

T 7 Kk
VxF= % a% % =7(z—2)+J0+k(z—2)
Y TZ Yz

A expressao final nao é nula, logo o campo nao é conservativo.
3. Para que valores das constantes a, b e ¢ a forca F = T(ax + by?) +J'cry é conservativa?

Tomando o rotacional de F temos

7ok
VxF= 5 8% 2 | =k(c—2b)y
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O que mostra que a forga serd conservativa se ¢ = 2b. O resultado ¢é independente do valor
de a.

4. Mostre que a lei de forca inverso do quadrado em trés dimensoes F= —%ér é conser-
vativa calculando o rotacional. Use coordenadas esféricas.

O rotacional é dado na péagina anterior.

—

€. € €grsend

= = 1 o 0 o
VX k= r2senf | or 99 9
F. rFy rF,senf
Temos F,. = —%, Fy =0, F; = 0. O rotacional se reduz entao a
g € O ( K) € O ( K)
VxF= — |- ]——=|—-—=])=0
8 rsenf d¢ \ 12 r 00 \ r?

que, evidentemente, se anula porque ambas as derivadas parciais sao nulas. Entao a forca
em questao é conservativa.

3.8 Forcas do Tipo Separavel

Muitas vezes, escolhendo adequadamente o sistema de coordenadas as componentes de um
campo de forca dependem apenas das coordenadas respectivas, isto é

F=TF,(x)+7F,(y) + kK F.(2) (3.17)

Forgas deste tipo sao chamadas de separdveis. Verificamos que o rotacional de tais forcas
é nulo e entdao, o campo é conservativo independentemente das formas particulares das
componentes de forca desde que cada uma seja funcao apenas da coordenada envolvida.
A integracao das equacoes diferenciais do movimento é entao muito simples, porque cada
equagao componente é do tipo mi# = F(x). Nesse caso as equagdes podem ser resolvidas
pelos métodos descritos no capitulo anterior de movimento retilineo.

Se as componentes da forca envolverem o tempo e a derivada das coordenadas com relagao
ao tempo, entao a forca nao é mais necessariamente conservativa. Apesar disso, se a forca for
separavel, entao as componentes da equagdo do movimento serao da forma mi = F(x,%,t) e
podem ser resolvidas pelos métodos usados no capitulo anterior. Alguns exemplos de forcas
separaveis, conservativas e nao conservativas, serao discutidos nas se¢oes seguintes.

3.9 Movimento de um Projétil em um Campo Gravi-
tacional Uniforme

Um dos mais famosos problemas clédssicos de dinamica é o de movimento de um projétil. Es-
tudaremos este problema com alguns detalhes porque ele ilustra a maior parte dos principios
estudados nas secoes anteriores.

Sem Resisténcia do Ar
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Primeiramente, por simplicidade, consideremos o caso de um projétil movendo-se sem
resisténcia do ar. Nessa situagao idealizada apenas a forca da gravidade atua no projétil.
Se fizermos o eixo z coincidir com a vertical, a equacao diferencial do movimento ficara

d’r

m@ = —mgk
Se idealizarmos mais ainda o problema e considerarmos que a aceleracao da gravidade g é
constante, entao a funcao forca é visivelmente do tipo separavel e é também conservativa
desde que é um caso especial daquele expresso pela Equacao (3.17). Particularizaremos o
problema considerando que no instante t = 0 o projétil estava na origem com velocidade vy.
A equagao da energia (3.9) fica

1 1
im(iQ + 92 + %) + mgz = imvg
ou,
v? = v — 2gz (3.18)

dando a velocidade como uma funcao da altura. Esta é toda a informacao que podemos
obter da equacao de energia.
Para conseguir mais informacoes, devemos voltar a equacao diferencial do movimento.

Podemos escrevé-la
AR .
at \at ) ~ 9

que é da forma discutida na Segao (1.20). Pode ser integrada diretamente. Uma primeira
integracao nos da a velocidade.

—

dr .
— = —qgtk +V,
I gtk + Vo

onde a constante de integragao v, ¢ a velocidade inicial. Outra integragao nos leva ao vetor
posicao

1 —
= —§gt2k + Vot (3.19)

A constante de integragao T, neste caso, é zero porque a posigao inicial do projétil era a
origem. As componentes da equacao acima sao

r = ZL‘()t
= Yot

AU

z = zot—ggt

Aqui g, 9o e 29 sao as componentes da velocidade inicial ¥y. Resolvemos entao o problema
de determinar a posicao do projétil como fungao do tempo.
Para conhecermos a trajetéria do projétil, eliminamos o tempo t das equacoes x e y e
obtemos
y = bx
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onde a constante b é _
p=L
Zo

Isto significa que a trajetéria estd contida em um plano. Em particular, se 35 = 0, entao a
trajetoria estd contida no plano zz. Eliminando o tempo nas equagoes x e z, encontramos
que a equagao da trajetoria é da forma

2z =ax — fz°

onde a = %y/@9 e B = g/2%3. A trajetéria é, deste modo, uma parébola contida no plano
y = bz. A Figura 3.3 mostra isto.

y=bxX

Figura 3.3: Trajetéria de um projétil movendo-se em trés dimensoes.

Resisténcia do Ar Linear

Vamos considerar o movimento de um projétil para a situacao mais realista onde h4d uma
forga retardadora devido a resisténcia do ar. Neste caso o0 movimento é nao conservativo. A
energia total diminui continuamente como resultado da perda por fricgao.

Por simplicidade, vamos supor que a lei de resisténcia do ar seja linear de tal maneira que
a forga resistiva varia diretamente com a velocidade V. Serd conveniente escrever a constante
de proporcionalidade como m~y onde m é a massa do projétil. Temos entao duas forcas
atuando no projétil; a resisténcia do ar m~yv, e a forca da gravidade —ng , como antes. A
equacao diferencial do movimento é entao

d* . -
mﬁ = —m~yv — mgk

ou, depois de cancelar os m’s,

4’7 . -
az = vk
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A integracao desta equagao é feita convenientemente expressando-a na forma de componentes
como segue:

T = —x
= =Y
Z = —vz—yg

Vemos que as equacoes estao separadas. Cada uma entao pode ser resolvida separadamente
pelos métodos do capitulo anterior. Usando nossos resultados da Secao 2.9, podemos escrever
prontamente as solugoes

T = .1.706_7'5
= e (3.20)

o= et — z (1-e)

para as componentes da velocidade, e

_ o (1 — 6_7t>
S
y = y,yo (1—e) (3.21)

z = <?+$> (1—6_”)—?5

para as coordenadas de posicao. Aqui, como antes, as componentes da velocidade inicial sao
Zo, Yo € Zo € consideramos o projétil inicialmente na origem.
Como no caso de resisténcia do ar nula, o movimento esta inteiramente contido no plano
y = bx com b = yy/io. Todavia, a trajetéria neste plano nao é uma pardbola, mas uma
curva que se situa abaixo da parabola correspondente. Veja a ilustracao na Figura 3.4.
Inspecionando as equagoes de x e y vemos que, para t grande, os valores de x e y se aproximam
dos valores limites ) )
S TN
Y Y
Isto significa que a trajetoria tem uma assintota vertical.
A solugao final do movimento de um projétil com resisténcia do ar linear, veja Equacgoes
(3.21) pode ser escrita vetorialmente assim

L (Yo k ey F
r= (VWOTLV&C]) (1—6 Vt)—k‘(’]yt

Por diferenciacao vemos que esta equacao é realmente solucao da equacgao diferencial do
movimento.

E ttil considerar o caso em que a resisténcia do ar for muito pequena, isto é, quando o
valor da quantidade ~t nos fatores exponenciais for muito menor do que a unidade. Para
isso vamos desenvolver em série o fator exponencial, usando

2 3

e'=ltut ot
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trajetoriasem
Yy resistenciado
- ¥ \

O s X
trajetoria com - assintota
resistenciado . vertical
ar :

Figura 3.4: Comparacao das trajetorias de uma particula movendo-se com e sem resisténcia
do ar.

onde faremos u = —~vt. O resultados, depois de cancelar e colecionar os termos, fica na
forma

onde

. t2 ,yt5 . t5 ,yt4

A quantidade AT pode ser entendida como uma correcao na trajetoria do projétil sem re-
sisténcia que leva a trajetéria verdadeira.

No movimento real de um projétil na atmosfera, a lei de resisténcia do ar nao é de
maneira nenhuma linear, mas uma funcao muito complicada da velocidade. Um calculo
preciso da trajetéria pode ser feito por meio de métodos de integracao numérica utilizando-
se computadores.

3.10 O Oscilador Harmonico em duas e trés dimensoes

Consideramos nessa secao o movimento de uma particula que esta sujeita a uma forca res-
tauradora linear que esta sempre dirigida para um ponto fixo, a origem do nosso sistema de
coordenadas. Esta forca pode ser representada pela expressao

F = —kr
A equacao diferencial do movimento é entao expressa por
d*r

mos = kT (3.22)
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A situacao pode ser visualizada, de uma maneira aproximada, por uma particula presa a
um conjunto de molas como mostrado na Figura 3.5. Este é o oscilador harmonico tri-
dimensional.

Figura 3.5: Modelo de um oscilador harmoénico tridimensional.

O oscilador bi-dimensional

Para o caso de movimento num plano, a equacao diferencial é equivalente as duas equagoes
componentes
mi = —kx

my = —ky

Elas estao separadas, e podemos, imediatamente, escrever as solucoes na forma
x = Acos(wt + ) y = Bcos(wt + [3) (3.23)

onde

k
w=1/—
m

As constantes A, B, a e § ficam determinadas a partir das condicbes iniciais, em qualquer
caso.

Encontramos a equacao da trajetoria eliminando o tempo t nestas duas equagoes. Para
conseguirmos isto, escreveremos a segunda equagao na forma

y = Bcos(wt +a+ A)
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onde A = 8 — a. Desenvolvendo, temos
y = Blcos(wt + a) cos A — sen(wt + a) sen A|

Usando a primeira das Equagoes (3.23), obtemos

y x?
EZZCOSA—Hl—ESGHA (3.24)

que é uma equacao quadratica em x e y. A equacao quadratica geral
ar® +bry +cy’ +dr+ey = f
pode representar uma elipse, uma parabola, ou uma hipérbole, dependendo do discriminante

b — 4ac
ser negativo, zero, ou positivo, respectivamente. No presente caso o discriminante ¢ —(2sen A/AB)?.
A Figura 3.6 mostra que a trajetoria é eliptica pois o discriminante da equacao é negativo.
No caso particular em que a diferenca de fase A seja igual a 7/2 a equagao da trajetéria

se reduzira a ) )

x Yy .

2B
que é a equacao de uma elipse cujos eixos coincidem com os eixos coordenados. Por outro
lado, se a diferenca de fase for 0 ou 7, entao a equacgao da trajetoria se reduzird a uma linha

reta dada por

O sinal positivo é vélido quando A = 0, e o negativo para A = 7. E possivel mostrar que
no caso geral o eixo da trajetéria eliptica formara um angulo ¢ com o eixo x definido por

2AB cos A

i (3.25)

tg2¢ =

Como exercicio, deixamos para o leitor a deducao da expressao acima.

O Oscilador Harmonico Tri-dimensional

Para o caso de movimento tridimensional a equagao do movimento é equivalente as trés
equacoes
mi = —kx my = —ky mzZ = —kz

que estao separadas. As solugoes sdo da forma (3.23), isto é
xr = Aj;senwt+ Bjcoswt

= Ajsenwt + By coswt (3.26)

z = Assenwt+ Bscoswt
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Figura 3.6: Trajetéria eliptica do movimento de um oscilador harmonico bi-dimensional.

Determinam-se as seis constantes de integracao a partir da posicao e velocidade iniciais da
particula. As Equagoes (3.26) escritas na forma vetorial ficam

¥ = Asenwt + B cos wt

onde as componentes de A sdo Ai, Ay e A3 e da mesma forma para B. Fica claro que o
movimento se faz inteiramente em um tnico plano que é o plano comum aos dois vetores
constantes A e ]§, e que a trajetoria da particula nesse plano é uma elipse, como no caso
bidimensional. A andlise relativa a forma da trajetéria eliptica feita no caso bidimensional
também se aplica no caso tridimensional.

Oscilador nao Isotrépico

Na discussao acima consideramos o oscilador tridimensional isotrépico, onde a forca res-
tauradora era independente da direcao de deslocamento. Se a forca restauradora depender
da direcao de deslocamento, temos o caso do oscilador nao-isotropico. Escolhendo adequa-
damente os eixos do sistema de coordenadas, as equagoes diferenciais do movimento para o
oscilador nao isotrépico sao

mi = —kix
my = —koy (3.27)
mz = —ksz

Aqui temos um caso de trés frequéncias de oscilagao diferentes:
k1 ko ks
w1 = — Wy = — W3 = —
m m m

x = Acos(wit + «)

e as solugoes sao
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= Bcos(wat + ) (3.28)
z = Ccos(wst+7)

Também nesse caso, as seis constantes de integracao das equagoes acima ficarao determi-
nadas a partir das condigoes iniciais. A oscilagao resultante da particula fica inteiramente
contida dentro de uma caixa retangular (cujos lados sdo 2A, 2B e 2C') centrada na origem.
Se as frequéncias wy, wy e ws forem redutiveis a uma medida comum, isto é, se
T2 (3.29)
ni n2 ng
onde nq, ny € ng sao inteiros, a trajetoria, chamada de Figura de Lissajous, se fechara, porque
depois de um tempo 27n;/w; = 27ny/we = 2mng/ws a particula retornard a sua posigao
inicial e 0 movimento se repetird. (Na Equagao (3.29) cancelamos os fatores inteiros comuns).
Por outro lado, se os w’s nao forem redutiveis a um fator comum, a trajetéria nao sera
fechada. Neste caso dizemos que a trajetéria pode encher completamente a caixa retangular
mencionada acima, pelo menos no sentido de que se esperarmos um tempo suficientemente
longo, a particula chegara arbitrariamente perto de qualquer ponto dado.

Em muitos casos a for¢a restauradora liquida exercida em um dado a&tomo numa substancia
cristalina sélida é aproximadamente linear nos deslocamentos. As frequéncias de oscilacao
resultantes normalmente ficam na regido infravermelho do espectro: 102 a 10! vibracoes
por segundo.

3.11 Movimento de Particulas Carregadas em Campos
Elétricos e Magnéticos

Quando uma particula eletricamente carregada estiver na vizinhanca de outras particulas
carregadas, ela sofrerd a acao de uma forca. Dizemos que esta forca F é devida ao campo
elétrico E que tem origem nestas outras cargas. Escrevemos

F = ¢E

onde g é a carga elétrica da particula em questao. A equacao de movimento da particula é
entao

d*r -
m——- = qE 3.30
2 = (3.30)
ou, em componentes
mx = qF,
my = qu
mz = qF,

As componentes do campo sao, em geral, fungoes das coordenadas de posicao z, y e z. No
caso de campos que variam com o tempo (isto é, se as cargas que produzem E estiverem em
movimento) as componentes, evidentemente, também envolverao .
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Vamos considerar um caso simples, ou seja aquele de um campo elétrico uniforme. Esco-
lhemos um dos eixos, digamos o eixo z, na direcao do campo. Entao F, = F, =0,e F = F..
As equagoes diferenciais do movimento de uma particula carregada neste campo sao

=0 =20 é:q—zconstante
m

Estas equacgoes sao identicas as equagoes para um projétil em um campo gravitacional uni-
forme. A trajetoria, portanto, é uma parabola.
Os livros textos de Eletromagnetismo mostram que

ﬁxE:O

se E for devido a cargas estaticas. Isto significa que o movimento em tal campo é conservativo,
e que existe uma funcao potencial ¢ onde E = —V¢. A energia potencial de uma particula
de carga ¢ neste campo é q¢, e a energia total é constante e igual a %va + qo.

Na presenga de um campo magnético estatico (B) a forca atuante em uma carga mével
é convenientemente expressa pelo produto vetorial

F = ¢(¥ x B) (3.31)

onde V é a velocidade e ¢ é a carga. A equacao diferencial do movimento de uma particula
movendo-se em um campo puramente magnético é entao

d*r —

m— =q(VvxB 3.32

72 = 4(V x B) (3.32)

Desta equacao concluimos que a aceleracao é sempre perpendicular a direcao do movimen-
to. Isto significa que a componente tangencial da aceleracao (¥) é nula, e logo, a particula
move-se com o moédulo da velocidade constante. Este fato é verdadeiro mesmo quando B é
uma funcao dependente da posicao T, desde que essa funcao nao varie com o tempo.

Exemplo

Vamos examinar o movimento de uma particula carregada em um campo magnético
constante uniforme. Vamos escolher o eixo z na direcao do campo, isto é,

B=kB

A equacao diferencial do movimento é

0¥ B Tk
mﬁ:q(\_/'xB):qB Ty 2
0 0 1

m('E + 73 +k2) = By - T'#)
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[gualando as componentes temos,

mx = qBy
mjy = —qBzx (3.33)
Z =0

Aqui, pela primeira vez, encontramos um conjunto de equagoes diferenciais que nao sao do
tipo separaveis. A solucao é relativamente simples, todavia, porque podemos integrar uma
Unica vez no tempo e obter

mr = qBy+c

my = —qBr+co
z = constante = 2
ou
T = wy + Cl y = —WwIr + CQ z = Z() (334)

onde usamos a abreviagdo w = ¢B/m. Os C’s sdo constantes de integragao, e C7 = ¢1/m,
Cy = co/m. Usando a expressao de ¢ da segunda das Equagoes (3.34), na primeira das
Equacoes (3.33), obtemos uma equacao separada para x,

i 4wt = wa (3.35)
onde a = Cy/w. A solugao é
r =a+ Acos(wt + 6)) (3.36)

onde A e 6 sao constantes de integragao. Diferenciando esta equagao com relagao ao tempo,
temos
& = —Awsen(wt + 6) (3.37)

Esta expressdo pode ser substituida no lado esquerdo da primeira das Equagoes (3.34) e a
equacao resultante resolvida para y. O resultado é

y=0b— Asen(wt + 6) (3.38)

onde b = (' /w. Para encontrarmos a forma da trajetéria do movimento, eliminamos ¢ entre
as Equagoes (3.36) e (3.38) para obter

(x—a)* + (y —b)* = A (3.39)

A projecao da trajetoria do movimento no plano xy é um circulo de raio A centrado
no ponto (a,b). Como da terceira equagao (3.34) a velocidade na diregdo z é constante,
concluimos que a trajetéria é uma helicéide. O eixo da hélice coincide com a dire¢ao do campo
magnético, como pode ser visto na Figura 3.7. Derivando a Equacao (3.38) encontramos

§ = —Aw cos(wt + 6y) (3.40)
Eliminando o tempo das Equagoes (3.37) e (3.40) obtemos

2
i+ g = A%w? = A? (qB> (3.41)

m
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»
% X

4

Figura 3.7: Trajetéria helicoidal de uma particula carregada movendo-se em um campo
magnético.

chamando v; = /22 4 92, vemos que o raio A da hélice fica

(3.42)

Se a velocidade nao tiver componente na direcao z, a trajetéria serd um circulo de raio
A. Fica evidente que A é diretamente proporcional ao médulo da velocidade vy, e que a
frequéncia angular w do movimento na trajetoria circular é independente da velocidade. w
¢ conhecida como a frequéncia do ciclotron. O ciclotron, inventado por Ernest Laurence,
depende para sua operacao do fato que w é independente da velocidade.

3.12 Movimento Vinculado de uma Particula

Quando uma particula mével estiver geometricamente presa no sentido de que devera per-
manecer em uma superficie ou curva definida, diremos que o movimento é vinculado. Um
pedaco de gelo deslizando em uma superficie curva, ou uma bolinha furada deslizando presa
em um arame, sao exemplos de movimento vinculado. O vinculo pode ser completo, como
na bolinha ou pode ser parcial como no primeiro exemplo. Vinculos podem ser fixos, ou
podem ser méveis. Neste capitulo estudaremos apenas vinculos fixos.

A Equacao de Energia para Vinculos Lisos

A forga resultante em uma particula que se move sob a acao de um v1nculo pode ser
expressa como a soma vetorial da forca externa Feda forca de vinculo R onde R é a reacao
do agente vinculador sobre a particula. A equacao de movimento pode ser escrita como

dv

—F+R 4
m R (3.43)
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Multiplicando escalarmente a equacao acima por Vv, temos

av

ma.vzﬁ.ﬂﬁ.v (3.44)

No caso de vinculo liso — por exemplo, uma superficie sem atrito — a reacao R é normal a
superficie ou curva enquanto a velocidade v é tangente a superficie. Logo, R é perpendicular
a vV e o produto escalar R . V se anula. A Equagao (3.44) se reduz portanto a:

d /1 B}
(m.v):F.v
di \2

Consequentemente, se F for conservativa, poderemos integrar como na Se¢ao 3.5, e obteremos
a mesma relagao de energia que a Equagao (3.9), isto é

L,
—mv” + V(x,y, z) = constante = £
2 ) )
Entao apesar de permanecer na superficie ou na curva, a particula move-se de modo a manter
a energia total constante. E claro que esperavamos que isto acontecesse para vinculos sem
atrito.

Exemplo

Coloca-se uma particula no topo de uma esfera lisa de raio a. Se a particula for ligeira-
mente perturbada, em que ponto ela abandonara a esfera?
As forcas atuantes na particula sao a forca da gravidade, para baixo, e a reacao R da
superficie esférica. A equacao de movimento é
dv -
m— =mg+ R
at ~®
Vamos escolher eixos coordenados como os mostrados na Figura 3.8. A energia potencial é
entao mgz, e a equacao da energia ¢é
-
imv +mgz=F
Usando as condigoes iniciais (v = 0 para z = a) encontramos E = mga, logo, quando a
particula desliza, sua velocidade é dada por

v? = 2g(a — 2)

Tomando a componente radial da equacao do movimento, podemos escrever a equacgao de
forca assim

2
mu z
——— = —mgcost + R=—mg—+ R
a a
Entao
z  mw? z

R =mg —:mgf—TQQ(a—z):@(?)z—%L)
a a a

a a
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y

Figura 3.8: Forgas atuantes em uma particula que desliza em uma esfera lisa.

Logo R se anula quando z = %a e neste ponto a particula abandona a esfera. Isto poderia

também ser conseguido observando que R muda de sinal neste ponto.

Movimento em uma Curva

No caso em que uma particula estiver vinculada a mover-se em uma certa curva, a equagao
de energia juntamente com as equagoes paramétricas da curva

z = x(5) y=y(9) z = 2(5)

sao suficientes para determinar o movimento. (O parametro S é a distancia medida ao
longo da curva a partir de algum ponto de referéncia arbitrario). O movimento pode ser
determinado considerando-se que a energia potencial e a energia cinética podem ser escritas
em termos do parametro S apenas; V(S) e mS2, respectivamente. Dessa maneira a equacao
de energia pode ser escrita

1

—mS*+V(S)=F

2
de onde S (e dessa maneira x, y e z) pode ser obtido por integracao. Fazendo o caminho
contrario, diferenciando-se a equagao acima com relagao a t e cancelando o fator comum S,
obtemos a seguinte equagcao diferencial do movimento para a particula:

— A4
msS + 7S 0 (3.45)

Esta equacao pode ser colocada na forma equivalente
mS — F S = 0
onde Fg é a componente da forca externa F na diregao S. Isto significa que

av

Fo=——_
o ds



96 CAPITULO 3. MOVIMENTO GERAL DE UMA PARTICULA

3.13 O Péndulo Simples

O péndulo simples ilustra bem as consideragoes acima. Uma particula de massa m presa na
extremidade de uma haste ou corda leve e inextensivel movendo-se em um plano vertical,
constitui o péndulo simples. Tal péndulo é também dinamicamente equivalente a uma bolinha
furada deslizando presa a um fio com a forma de um aro vertical.

Na Figura 3.9, 6 é o angulo entre a vertical e a linha C'P onde C' é o centro da trajetéria
circular e P é a posicao instantanea da particula. A distancia S é medida a partir da posicao
de equilibrio O. Vemos, da figura, que a componente Fg da for¢a da gravidade mg na direcao
de S é igual a —mgsend. Se [ for o comprimento do péndulo, entdo # = S/I. A equagao
diferencial de movimento entao fica assim

Figura 3.9: O Péndulo Simples.

mS + mg sen (f) =0

ou, em termos de 6, ficaria

é+%sen9:0

A energia potencial V' pode ser escrita como mgz onde z é a distancia vertical da particula
medida a partir de O, isto é,

V =mgz = mgl(1 — cos0) = mgl — mgl cos (f)
Aqui, entao,
v AN o—F
7g = mgsen(l) =mgsenf = Fg.
Para conseguirmos uma solucao aproximada da equacao diferencial de movimento, consi-
deremos que # permaneca pequeno. Neste caso

senf ~ 60
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Logo

é+%9:0

esta é a equacgao diferencial do oscilador harmoénico. A solugao, como jé vimos na Segao 2.12
é
0 = 6y cos(wot + Po)

onde wy = 4/g/l, Oy é a amplitude de oscilagdo e ¢g é um fator de fase. Dentro dos limites
de validade dessa aproximacgao o movimento é harmonico simples e o periodo de oscilagao é

dado por:
2m [
Wo g

que é uma féormula elementar bem conhecida.

3.14 Solucao mais Precisa do Péndulo Simples e o Os-
cilador nao Linear

A equacao diferencial do movimento do péndulo simples
0+ % senf) =0

é um caso especial de equacao diferencial geral para o movimento sob a agao de uma forca
restauradora nao linear, isto é, uma forca que varia de maneira diferente da linear.
A equagao do problema unidimensional geral sem amortecimento pode ser escrita

4+ f(§) =0 (3.47)

onde ¢ ¢é a variavel que representa o deslocamento a partir da posicao de equilibrio, tal que

f(0)=0

Equacoes diferenciais nao lineares normalmente exigem algum método de aproximagao para
suas solugdes. Suponha que a fungao f(§) seja desenvolvida como uma série de poténcia,

(&) = aré + ax® + az&® + ...

e levada na Equagao (3.47) que se transformaria em

2
Cfgﬁ + a4+ +az&+...=0 (3.48)
que ¢é a expansao da equacao geral do movimento do oscilador nao linear sem amortecimen-
to. O termo a;§ nesta equacao é o termo linear. Se este termo for predominante, isto é,
se a; for muito maior do que os outros coeficientes, entao o movimento serd aproximada-
mente harmonico com frequéncia angular /a;. Uma solugao mais precisa deve levar em
consideracao os termos restantes nao lineares.
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Como ilustragao, vamos voltar ao problema do péndulo simples. Se usarmos o desenvol-
vimento em série
6 6°
senf) =0 — — + — —
3! 5l

e se retivermos apenas os dois primeiros termos, obteremos

. q q 3
0+ =60— =0°= 4
+l ol 0 (3.49)

como uma segunda aproximacao para a equacao diferencial do movimento. Sabemos que o
movimento é periddico. Vamos tentar uma solucao na forma de uma funcao senoidal simples

0 = Acoswt

Inserindo-a na equacao diferencial obteremos

—Aw? coswt + %A cos wt — %A?’ cos® wt =0

ou, depois de usar a identidade trigonométrica

cos®u = §cosu+}cos3u
4 4

teremos, depois de reagrupar os termos

oty 949 _gA _
( Aw —|—lA 24l)coswt 5l cos 3wt =0

Excluindo o caso trivial A = 0, vemos que a equagao acima nao é valida para todos os valores
de t. Dessa maneira nossa fungao tentativa A coswt nao pode ser uma solugao. Observando
que o termo em cos 3wt aparece na equagao acima somos levados a tentar uma solucao na
forma

0 = Acoswt + B cos 3wt (3.50)

que deverd ser uma aproximacao melhor do que Acoswt. Verifica-se que isto é verdade.
Levando esta solu¢ao na Equacdo (3.49), encontramos, depois de um tratamento idéntico ao
que foi feito anteriormente

3

A3 A
(—Aw2 + %A — gSl) coswt + (—9B(.u2 + %B — 924l> cos 3wt + (termos em

poténcias mais altas de B e miltiplos mais altos de wt) =0

Novamente a equacgao nao é valida para todos os valores de t, mas nossa aproximacgao sera
razoavelmente precisa se os coeficientes dos dois primeiros termos em cosseno puderem se
anular separadamente:
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Da primeira equacao

AQ
w? = % (1 - 8) (3.51)
Levando este valor de w? na segunda equacao, encontramos
3 1 A3

3(64 1+ 274%) 192

Observando a Equagcao (3.50) vemos que a amplitude 6, da oscilagao do péndulo é dado por

3

A
p=A+B=A— —
0 + 192

ou, se A for pequeno
00 ~ A

O significado da Equagao (3.51) pode agora ser entendido. A frequéncia de oscila¢ao depende
da amplitude 6y. Na verdade, podemos escrever

q | 1

ro 2 .l
w (1-t3)V
l 1
omy = (1 + —62 )
W\/;( +1690+

1

e, para o periodo

Q

Q

onde T é o periodo para amplitude nula.

Esta andlise, apesar de ser grosseira, levanta dois fatos essenciais na oscilagao livre sob
a acao de forca restauradora nao linear; isto é, o periodo de oscilacao é uma funcao da
amplitude de vibracao, e a oscilagao nao é exatamente senoidal mas pode ser considerada
como uma superposi¢ao de uma mistura de harmonicos. Pode ser mostrado que a vibragao
de um sistema nao linear forcado por uma forca puramente senoidal também serd distorci-
do; isto é, conterd harmonicos. O auto-falante de um radio ou um sistema de “som”, por
exemplo, pode introduzir distor¢ao (harmoénicos) acima e abaixo daquela produzida pelo
sistema amplificador eletronico.

3.15 Solucao Exata do Movimento do Péndulo Simples
por Meio de Integrais Elipticas

Usando a equacao de energia potencial do péndulo simples podemos escrever a equacao de
energia na forma

;m(lé)2 +mgl(1 —cosf) = F (3.53)
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Se o péndulo for deslocado de um &ngulo 6 (a amplitude) e abandonado (fy = 0), entéo
E = mgl(1 — cosby). Levando este valor na equagao de energia esta se reduzird a

6? = ng(cos 6 — cosby) (3.54)

Usando a identidade cosf = 1 — 2sen ( ) podemos escrever

. 4 0 0
0* = 79 (sen2 50 — sen” 2) (3.55)

é conveniente descrever o movimento em termos da variavel ¢ definida pela equacao

sen (¢ 1
sen ¢ = (2> = —seng (3.56)
en (%) E¥2
Derivando em relacao ao tempo, obtemos
.1 0\ 0
(cos @) = 7 cos <2> 5 (3.57)

Usando as Equagoes (3.56) e (3.57) podemos prontamente escrever a equagao (3.55) em
termos de ¢

P = % (1 — k?sen? qﬁ) (3.58)

separando as variaveis e integrando a relacao entre ¢ e t

\[/ \/W J F(k.9) (3.59)

A funcio F(k,¢) = [¢ (1 — k?sen? ¢) 2 dng é conhecida como integral eliptica incompleta do
primeiro tipo. O periodo do péndulo é obtido notando-se que # aumenta de 0 até ; em um
quarto de ciclo. Vemos entao que ¢ varia de 0 até § no mesmo intervalo de tempo. Dessa

maneira podemos escrever para o periodo T

T - 4\[/ — Sen2 4\[/}( (3.60)

A fungao K(k) = fog (1—k%sen? ¢)~2dp = F(k, %) ¢ conhecida como a integral eliptica
completa do primeiro tipo. Os valores das integrais elipticas sao tabelados. Podemos obter
uma expressao aproximada desenvolvendo o integrando da Equacdo (3.60) pelo teorema
binomial e integrando termo a termo. O resultado é

T R N %
T_4\[q/0 <1+28en ¢+...>d¢—27r\/;<1+4+...> (3.61)
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Para pequenos valores de 6, temos

90 92
k2 = 270 20
sen 1

o que nos leva a expressao aproximada

l 62
T =2n p 1+1—6+... (3.62)

que concorda com o valor de T" encontrado na secao anterior.

Exemplo

Encontre o periodo de um péndulo simples oscilando com uma amplitude de 20°. Use
tabelas de funcoes elipticas, e também compare com os valores calculados utilizando-se as
aproximacoes descritas anteriormente.

Para uma amplitude de 20°, k = sen10° = 0,17365, e 6,/2 = 0,17453 radianos. Os
resultados ficam

De tabelas e da Equacao (3.60) T =4 éK(lOo) = \/g (6,3312)
5 _ l 1 2 o) _ l
Da Equacio (3.61) T=2m/L (1+ 3 son 10°) = /L (6,3306)
Da Equacio (3.62) T=2r /b (1+8) = /5(6,3310)
Da férmula elementar Ty =2m é = é (6,2832)

3.16 O Problema Isocronico

E interessante investigar se existe ou nao uma curva de vinculo para a qual uma particula
oscilara sob a acao da gravidade isocronicamente, isto é, com um periodo que ¢é independente
da amplitude.

Seja 6 o angulo entre a horizontal e a tangente a curva de vinculo (Figura 3.10). A com-
ponente da forca gravitacional na direcao do movimento é —mgsenf. A equacao diferencial
do movimento ao longo da trajetéria de vinculo (considerado sem atrito) é entao

mS = —mgsen 6

Contudo, se a equacao acima representar movimento harmonico simples ao longo da curva,
devemos ter

mS =—-KS

Desse modo, uma curva de vinculo que satisfizer a equagao
S =Csenf

produzird movimento harmoénico simples.
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y

mg
mgsen®
9] X

Figura 3.10: Forcas envolvidas no caso isocronico.

Podemos encontrar = e y em termos de 6 a partir das equagoes acima,

dx  dxdS
WS d0 (cos0)(C cosh)
Logo
T = /6’0082 0dh = 2(26 + sen 20) (3.63)
Do mesmo modo 4 dy dS
Y Y
0= dSd0 — (sen6)(C cosb)
e entao o
y = /Csen@ cos fdf = — o8 260 (3.64)

Equagoes (3.63) e (3.64) s@o as equagoes paramétricas de uma cicléide. Entdo uma curva de
vinculo na forma de uma cicléide produzira um movimento em que S varia harmonicamente
com o tempo, e o periodo de oscilagao serd independente da amplitude. Como corolario,
vemos que uma particula que comeca a mover-se a partir do repouso numa curva cicloidal
lisa gasta o mesmo tempo para alcancar o fundo independentemente do ponto de onde
comega.

O fisico e matematico Holandés Christian Huygens descobriu este fato quando tentava
melhorar a precisao de péndulos de relégio. Ele descobriu a teoria das evolutas e mostrou
que a evoluta de uma cicléide é também uma cicléide. Dessa maneira, obrigando o péndulo a
descrever uma trajetoria cicloidal o periodo sera entao, independente da amplitude. Apesar
de simples, a idéia nunca teve muito uso pratico.

3.17 O Péndulo Esférico

Um problema cléssico de movimento vinculado é o de uma particula que é obrigada a mover-
se em uma superficie esférica lisa, por exemplo, um pequeno corpo deslisando dentro de uma



3.17. O PENDULO ESFERICO 103

bola esférica lisa. O caso talvez fique melhor ilustrado por um pequeno corpo pesado preso
na extremidade de uma corda ou haste leve e inextensivel que é livre para balancar em
qualquer direcao em torno de um ponto fixo, como na Figura 3.11. Este é o famoso péndulo
esférico.

Z
B\S
m
oo Vmg Y

X

Figura 3.11: O péndulo esférico.

Solugoes aproximadas em coordenadas retangulares

Existem duas forcas atuando na particula, ou seja, a forca da gravidade para baixo, e a
tensao S da corda ou haste vinculadora. A equagao diferencial do movimento é

m%’:m§+§

Escolhendo o eixo z na vertical, as componentes retangulares da equacao do movimento sao

me = S,
my = Sy
mz = S,—mg

Uma solucao aproximada é prontamente conseguida para o caso onde o deslocamento a partir
da posicao de equilibrio é muito pequeno. O valor da tensao ¢ aproximadamente constante
e igual a mg, e temos |z| < [, |y| < [, z = 0. Dessa maneira as componentes x y de S sao

dadas aproximadamente por
x

Sa
l

Q

Q

Y
Sy —mgy
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que podem ser facilmente verificadas a partir da geometria da figura. As equacoes diferenciais
do movimento em x e y se reduzem entao a
g

j+ 7y =0

que sao similares as equagoes do oscilador harmoénico bidimensional tratado anteriormente
na Secao 3.10. As solugoes, como ja vimos sao

x = Acos(wt + a)

y = Bcos(wt + 3)

onde w = ﬂ como no péndulo simples.
Dentro dos limites de nossa aproximagao o movimento ¢é tal que sua projecao no plano
xy é uma elipse. Existem, claro, casos especiais em que a projecao se reduz a uma linha

reta, ou a um circulo, dependendo das condicoes iniciais.

Solucao em coordenadas esféricas

Usaremos coordenadas esféricas (veja a Figura 3.11) para um tratamento do péndulo
esférico mais preciso do que foi feito anteriormente. A tensao S tem apenas componente
radial, mas o peso mg tem ambas, uma componente radial mgcosf e uma transversal
—mgsen 6. Desse modo a equagao diferencial do movimento escrita em componentes esféricas
fica

ma, = F,=mgcost—S
mag = Fy= —mgsenf
mag = Fy =0

As trés componentes da aceleracao a,, ap e a, foram dadas no Capitulo 1, Secao 1.25. Ja
que o vinculo é
r = [ = constante

podemos ignorar a componente radial da aceleracao. As outras duas componentes se reduzem
a

ag = lé—l{fsen@cosﬁ
ap = Ipsen d + 210 cos b

Transpondo termos e fazendo os cancelamentos 6bvios, as equagoes diferenciais em 6 e ¢
tornam-se

é—$2sen60086+%sen6:0 (3.65)

L d
sen 0 dt

(¢sen’6) =0 (3.66)
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A segunda equacao implica que a quantidade entre parénteses é constante. Vamos chama-la
h. Na verdade, ela é o momentum angular (por unidade de massa) em torno do eixo vertical.
Esta grandeza é constante porque nao existe nenhum momento de forca em torno deste eixo.
Podemos, entao, escrever

. h
b=

= o’ d (3.67)

Levando o valor de (;5 na Equacdo (3.65), obtemos uma equagao na coordenada 6 apenas

0+ I sen — h20059 =
) sen 0

(3.68)

E instrutivel considerar neste ponto alguns casos especiais. Primeiro, se o angulo ¢ for
constante, entao ¢ = 0 e logo h = 0.
Como consequéncia, a Equagao (3.68) se reduz a

é—i—%sen@:[ﬁ)

que é, exatamente a equacao diferencial do péndulo simples. O movimento se faz no plano
¢ = ¢y = constante.

O segundo caso especial é aquele do péndulo conico; 8 = 6, = constante. Neste caso
f=0e0=0,logo a Equacio (3.68) se reduz a

g 5 cos b
Zsenfy — h =
l SettYo sen? 0 0
ou
h? = sent 0o sec g (3.69)

[
Usando o valor de h da Equagao (3.69), encontramos a partir da Equagao (3.67)

P = % sec Oy (3.70)
que ¢é a condi¢ao de movimento conico para o péndulo.

Esta tultima equacao pode ser obtida também considerando-se as forcas atuantes na
particula durante seu movimento circular conforme a Figura 3.12. A aceleracao é cons-
tante em maodulo, isto é, ,qu.>2 = (Isen QO)QZ}%, e aponta diretamente para o centro da trajetoria
circular. Dessa maneira, podemos escrever as componentes horizontal e vertical

Ssenfy = (mlsenfy)o?
Scosty = 0

que se reduz a Equagao (3.70) depois de eliminarmos S.

Vamos agora considerar o caso em que o movimento é quase conico; isto é; o valor de 6
permanece préximo do valor . Substituindo na Equacao (3.68) h? por seu valor dado em
(3.69), encontramos

b+ 7 (Sen0 =0 (3.71)

B sen @, cos )
)

cos Oy sen3 0
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Figura 3.12: O caso conico do péndulo esférico.

E conveniente, a esta altura, introduzir a nova variavel £ definida como
§=10—10o

A expressao entre parénteses na Equagao (3.71) pode ser desenvolvida como uma série de
poténcias em & de acordo com a féormula conhecida

2
S

F() = FO) + F O+ 1"(0)5

Depois de executar as operagoes indicadas encontramos que f(0) = 0 e f/(0) = 3cosby +
secfy. Como estamos interessados no caso de pequenos valores de £, desprezamos poténcias
mais altas do que a primeira, e a Equagao (3.71) pode ser escrita

£+ %bg —0 (3.72)

onde b = 3cos by + sectly. O movimento em £ ou # é dado entao por

§=0—00=&cos (ﬁt + E) (3.73)

Entao 0 oscila harmonicamente em torno do valor 6, com um periodo

l [
Ty =2my|— =2 3.74
! W\/ gb 7T\/g(3 cos By + sec by) (8:74)

O valor de ¢, dado pela Equacio (3.67), nao difere muito do valor dado pelo movimento
puramente conico ¢, indicando que ¢ aumenta estacionariamente durante a oscilacio de
f em torno de 6. A Figura 3.13 mostra a trajetéria da particula. Durante uma oscilagao
completa de 6 o valor do angulo azimutal ¢ aumenta de

o1 = doTh
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Usando os valores de (ﬁo e T1 dados acima, encontramos
_1
b1 =27 (3 cos® 0y + 1) ?

Seja p o raio do circulo para f = 6y, como na Figura 3.12. Entdo cos?fy = 1 — %2, consequen-
_1

temente ¢, = 27 (4 — 3p?/1?)” 2. Entdo ¢, é ligeiramente maior que 7. Desenvolvendo-se em

poténcia de p encontramos que o incremento A¢ é dado por

3 p?

RO~

Figura 3.13: Projecao no plano zy da trajetéria de movimento do péndulo esférico.

No inicio desta secao provamos que a projecao da trajetoria do péndulo no plano zy era
aproximadamente uma elipse para angulo 6 pequeno. Podemos agora interpretar o resultado
acima dizendo que o eixo maior da elipse nao esta estacionario, mas precessa na direcao de
¢ crescente. O eixo da elipse gira de A¢ durante cada oscilagao completa de 6. A Figura
3.13 ilustra isso.

Consideragoes de energia — Limites do movimento vertical

Afim de relacionar a amplitude da oscilacao vertical do péndulo esférico com os parametros
do problema, ¢ vantajoso usar a equagao de energia. Na nossa notagao, a energia potencial
é

V = —mglcosé
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Para encontrar a energia cinética usamos o fato de que as componentes da veloci-
dade em coordenadas esféricas sao (7, 76, r¢psenf). Como r = | = constante, temos
_ 1 2 _ 1 202 2 72 2 x ;
T = smv? = ;m(I°0° + I°¢*sen® ). A equagao de energia fica

mli? o o
E= - (9 + ¢~ sen 9) — mgl cos @
Vamos resolver esta equagao para 02. Para conseguir isto, usamos a relacdo, desenvolvida
anteriormente, ¢ = h/sen?§. Vamos colocar ainda cos = u. O resultado é

. 2E 2g h?
0> = — 4 Ly — = 3.75
et U = [ (3.75)
/6261
~0=6,

Figura 3.14: Ilustrando o movimento vertical do péndulo esférico.

As raizes da equagao f(u) = 0 determinam os limites, ou os pontos de retorno da oscilagao
em 0, porque 0 se anula nestas raizes. O limite fica restrito para aqueles valores de 6 que
tornam f(u) positivo. Dessa maneira a oscilagao vertical fica entre dois circulos horizontais,
veja a Figura 3.14. Se, em particular, as duas raizes reais que ficam entre +1 e —1 forem
iguais, entao o movimento fica confinado a um tunico circulo horizontal, isto é, temos o caso
do péndulo conico.

Exercicios de Treinamento

3.1 Calculando o rotacional encontre quais das seguintes forcas sao conservativas:
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3.2

3.3

3.4

3.5

Determine o valor da constante ¢ que tornam as seguintes forcas conservativas:
a) F = Tay + Jex?

b) F=TZ+7c2 +k2

Encontre a forca associada a cada uma das seguintes fungoes energia potencial
a) V =uxyz

b) V =k (22 +y°+27)

c) V = ka®yP2y

d) V = keloz+By+y2)

Encontre a fungao energia potencial para aquelas forcas do problema (3.1) que forem
conservativas.

Uma particula de massa m move-se no campo de forca dado pela funcao energia
potencial do exercicio 3.3 (a). Se a particula passa pela origem com velocidade vy,
qual sera sua velocidade se e quando passar pelo ponto (2,2,2)7

Problemas

3.6

Considere as duas fungoes forca

a) F =Tz +7y

b) F=Ty—Tx

Verifique que (a) é conservativa e (b) é ndo conservativa mostrando que a integral
[ F . dré independente da trajetéria de integragao para (a), mas nao para (b), tomando
dois caminhos para os quais a origem (0,0) é o ponto de partida e (1,1) é o ponto de
chegada. Para uma trajetéria tome a linha z = y. Para a outra, tome o eixo y até o
ponto (0,1) e depois a linha y = 1 até o ponto (1,1).

3.7 Mostre que a variagao da gravidade com a altura pode ser explicada aproximadamente

3.8

pela seguinte fungao energia potencial:

z
V= 1-=
maz (1 3)

onde R é o raio da Terra. Encontre a forga associada com esta fungao energia potencial.
Deste resultado, encontre as componentes da equacao diferencial do movimento de um
projétil submetido a esta forga.

Um projétil é lancado da origem com velocidade inicial vy com angulo de elevagao 6
em relagao a horizontal. Mostre que se desprezarmos a resisténcia do ar e se o solo for
tomado como nivel, o projétil atinge o solo a uma distancia vgsen20 o origem. Este é o
alcance horizontal do projétil. Mostre também que o decréscimo no alcance horizontal
é aproximadamente 4v3~y sen  sen 20/3g* no caso de resisténcia do ar proporcional a
velocidade (caso linear).
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3.9 Particulas de lama sao lancadas da periferia de uma roda que rola sem deslizar. Se
a roda tiver uma velocidade para a frente vy e se seu raio for b, mostrar que a maior
altura acima do solo que a lama pode atingir é

vE gb?
h+ 0 4 L7
oyt 203

Em que ponto da roda girante ira a lama abandona-la?

3.10 Um canhao é assentado na parte mais baixa de um morro de declive constante ¢.
Mostre que o alcance desta arma medida a partir da encosta do morro é

202 cos O sen(f — @)
g cos? ¢

onde 6 é o angulo de elevagao do canhao. Mostre também que o valor maximo do
alcance medido ao longo da encosta é

%
g(1 + sen o)

3.11 Escreva na forma de componentes a equacao diferencial de movimento de um projétil
para o caso de resisténcia do ar proporcional ao quadrado da velocidade. Estas equagoes
sao separaveis? Mostre que a componente x da velocidade é

i = dge S
onde S ¢é a distancia percorrida pelo projétil ao longo da trajetoéria.

3.12 As condigoes iniciais para um oscilador isotrépico bi-dimensional sdo: z(0) = A,
#(0) = 0, y(0) = B y(0) = wC onde w ¢é a frequéncia de oscilagdo. Mostre que o
movimento se dé inteiramente dentro de um retangulo de dimensoes 2A e 2v/ B2 + C2.
Encontre a inclinagao ¢ do eixo da elipse em termos de A, B e C.

3.13 Uma particula de massa unitaria move-se no potencial do oscilador harmonico nao
isotrépico tri-dimensional
V =%+ 4* + 927

Se a particula passa pela origem com velocidade unitéria na diregao (1,1,1) no instante
t = 0, determine x, y e z como funcoes do tempo.

3.14 Um atomo esta situado em uma rede cristalina cibica simples. Se a energia potencial
de interagao entre dois atomos quaisquer é da forma cr~® onde ¢ e « sao constantes
e r é a distancia entre dois atomos, mostre que a energia total de interacao de um
dado dtomo com seus seis vizinhos mais préximos é aproximadamente o potencial do
oscilador harmonico tri-dimensional

V:A+B(m2+y2—l—z2)
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onde A e B sao constantes. (Nota: Considere que os seis dtomos vizinhos estao fixos
e localizados nos pontos (+d,0,0), (0,£d,0), (0,0,£d), e que o deslocamento (x,y,z)
da posi¢ao de equilibrio (0,0,0) do atomo é pequeno se comparado com d). Entao

= Y ocr;% onde r; = \/(d — )2 4+ y% + 22 com expressdo semelhante para rq, 73,
...... , r¢. Use o teorema binomial para obter o resultado desejado.

3.15 Um eletron move-se em um campo de forca composto de um campo eletrlco unlforme E
e um campo magnético uniforme B que faz angulo reto com E. Seja E = JE e B=kB.
Considere a posigao inicial do eletron na origem com velocidade inicial vy = Tvy na
dire¢do z. Encontre o movimento resultante da particula. Mostre que a trajetéria do
movimento é uma cicléide:

= asenwt + bt
= ¢(1 — coswt)
z = 0

Movimento cicloidal de eletrons ¢é utilizado no magnetron — um tubo eletronico usado
para produzir ondas de radio de alta frequéncia.

3.16 Uma particula foi colocada na superficie externa de uma esfera lisa de raio b a uma
distancia b/2 acima do plano central. Determine em que ponto a particula abandona
a superficie, depois que ela comeca a deslizar para baixo.

3.17 Uma bolinha (conta) desliza em um fio liso dobrado na forma de um aro de raio b. Se
o aro ¢ vertical, e se a bolinha estava inicialmente em repouso, em um ponto nivelado
com o centro do aro, encontre a velocidade da bolinha no ponto mais baixo do aro.
Encontre também a reacao do aro sobre a bolinha neste ponto.

3.18 No problema acima determine o tempo que a bolinha gasta para atingir o ponto mais
baixo do aro.

3.19 Em uma experiéncia de laboratério um péndulo simples é usado para se determinar o
valor de g. Se a amplitude de oscilacao do péndulo é 30°, encontre o erro cometido ao

se usar a férmula elementar
l
T = 27r\/>
g

3.20 Um péndulo esférico de 1 metro de comprimento esta executando pequenas oscilagoes
em torno de um angulo conico 6y. Se 6, = 30°, encontre o periodo do movimento
conico, o periodo de oscilacao de # em torno de 6y e o angulo de precessao Ag.

3.21 Prove que as duas raizes reais da equagao f(u) = 0, Equacao (3.75), que estao entre
+1 e —1 sao iguais no caso de péndulo conico.

3.22 A corda de um péndulo esférico de comprimento [ esta inicialmente fazendo um angulo
de 90° com a vertical. Da-se a massa do péndulo uma velocidade inicial vy perpendicular
a corda. Se v3 = gl/2 encontre o ponto mais baixo atingido pela massa do péndulo
durante seu movimento. (Sugestdao: A partir das condigdes iniciais u = 0 é uma raiz

da equacao f(u) = 0).
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Respostas de problemas selecionados de ntimeros impa-
res

3.1

A

a), (b), e (e) s@o conservativas.

Y

(a)
3.3 (a) F = —(Tyz +Jzz + kay)
(c) F = —kao Y2 Tax™ +76y~t + 1272_1)

2 _ 16
3.5 vy —

3.7 F=—mg+ 22
3.11 mi = —ci:S, mij = —cyS, mi = —mg — ¢S
3.13 x = 62 sen(v2t), y = 2473 sen(v/8t), z = 5472 sen(v/18¢)
3.17 v =+/2¢gb, R = 3mg
_ L o
3.19 T =4,/LK(15°)



Capitulo 4

Dinamica de um Sistema de Muitas
Particulas

Ao estudarmos um sistema ou conjunto de muitas particulas livres, é importante que fique-
mos interessados nas caracteristicas gerais do movimento de tal sistema.

4.1 Centro de Massa e Momentum Linear

Consideremos um sistema constituido de n particulas de massas my, mo, . .. my,, cujos vetores
posicao sao, respectivamente 17, Ts,...T,. Definimos o centro de massa do sistema como o
ponto cujo vetor posigao T, (Figura 4.1) é dado por:

—

mlfl + mgfg + ... mnf'n . Z’ITLZI_';

rcm -

(4.1)
my+mo+ ... My m

onde m = Y m; é a massa total do sistema. A definicao acima é certamente equivalente as

trés equagoes:

> MT; > MY > Mz
Lem = Yem = Zem =
m m m

Definimos o0 momentum linear P do sistema como o vetor soma dos momenta individuais

das particulas

Da Equacao (4.1), por diferenciagao em relacao ao tempo, temos
P= Zmﬁ} = mVn, (4.3)

o que significa que o momentum linear do sistema de particulas é igual ao produto da
velocidade do centro de massa pela massa total do sistema.

Suponha agora que existam forgas externas ﬁ17ﬁ2, ...F;...F, agindo nas respectivas
particulas. Em adigao suponha, também, que existam forcas internas de interacao entre (duas
a duas) quaisquer particulas do sistema. Vamos denotar estas forgas por ﬁij, significando as

113
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y

z

Figura 4.1: Centro de massa de um sistema de particulas.

forgas exercidas na particula 7 pela particula j. A equacao do movimento da particula i é
entao

ﬁi + Z ﬁij = mzfz = 51 (4.4)

onde F; é a forga externa total agindo em 7. O segundo termo da equacao acima corresponde
a soma de todas as forcas internas exercidas na particula ¢ pelas outras particulas do sistema.
Somando a expressao (4.4) para todas as particulas, temos

SEAY Y F=Yh (4.5

Na somatdria dupla, acima, para cada forca F;; existira também a forca Fj; e elas sao iguais
e opostas

— —

F,;=—F; (4.6)

por consequéncia da terceira lei de Newton. Desta maneira, as for¢as internas cancelam-se
duas a duas e a somatéria dupla vale zero. Podemos reescrever a Equacao (4.5) do seguinte
modo

em outras palavras a aceleracao do centro de massa de um sistema de particulas é a mesma
que uma unica particula de massa igual a massa de todo o sistema teria se submetida a uma
unica forca igual a soma de todas as forcas externas.

Considere, por exemplo, um conjunto de particulas movendo-se em um campo gravita-
cional uniforme. Uma vez que ﬁz = m;g, para cada particula, teremos

Zﬁizzmz@:mg
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lembre-se que g é constante se o campo for uniforme. Dai podemos tirar que
Aem = g (4'8)

Desta maneira, o centro de massa de uma granada que explodiu no ar continua seu caminho
parabolico que ela possuia antes da explosao.

Em um caso especial em que nao ha nenhuma forga externa agindo no sistema (ou se
Zﬁi = 0), temos que &, = 0 e ch = constante. De modo que o momentum linear do
sistema permanece constante

Z pi = P = mV., = constante (4.9)

Este é o principio de conservagao do momentum linear. Na mecanica Newtoniana a constancia
do momentum linear de um sistema isolado estd diretamente ligada, e de fato é uma con-
sequéncia da terceira lei de Newton. Mas, mesmo nos casos em que as forcas entre as
particulas nao obedecem diretamente a lei da agao e reacao, como no caso da for¢ga magnética
entre duas particulas moveis carregadas, o principio de conservacao do momentum linear
ainda é mantido, quando se leva em conta o momentum linear das particulas e do campo
eletromagnético’.

4.2 Momentum Angular do Sistema

Como foi visto no Capitulo 3 (Equagao 3.4), o momentum angular de uma particula é definido
pelo produto vetorial ¥x m¥v. O momentum angular L de um sistema de particulas é definido
como a soma vetorial dos momenta angular individuais das particulas

=1

Calculemos a derivada temporal do momentum angular.

di - — — " — —

—_— = Z (Vi X mivi) + Z (l"z‘ X miai) (410)
dt = i=1

aqui a primeira somatéria é nula (v; X ¥; = 0) e na segunda somatéria o produto m;a;
corresponde a forga total atuante na particula :. Podemos entao escrever

t ’ J=137#i i=1 i=1j=1;j#1

Na expressao acima é usada a mesma nomenclatura da Secao 4.1, onde F; corresponde a
resultante externa de forcas sobre a particula i e F;; é a forca interna da particula j sobre a
particula i. A somatéria dupla da expressao (4.11) é constituida de pares

(F x Fij) + (T x Fj2) (4.12)

Veja por exemplo, W. T. Scott, The Physics of Eletricity and Magnetism, 2% ed. John Wiley & Sons,
Inc., New York, 1966.
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Se representarmos o vetor deslocamento da particula j em relagao a particula ¢ por 1,
podemos ver pela Figura 4.2 que
U, =1; — I (4.13)

O

Figura 4.2: Definicao do vetor 1j;.

Como ﬁij = —ﬁji, podemos entao reduzir a expressao (4.12) a

que é nula, caso as forcas internas sejam centrais, isto €, caso elas ajam ao longo da linha
que une as particulas. Desta forma, a somatéria dupla de (4.11) é nula. De acordo com o
que foi deﬁmdo na Secgao 1. 12, o produto vetorial T; x F; corresponde ao momento da forca
externa F;. A soma ST X F; ¢ portanto, o momento total de todas as forcas externas que
agem sobre o sistema. Se denotarmos o momento externo total por N, podemos escrever a
Equacao (4.11) do seguinte modo
&N
dt
que significa: a taxa de variagdo do momentum angular do sistema com o tempo ¢é igual ao
momento total das forcas externas agindo sobre o sistema.
Se o sistema é isolado, entao N = 0 e 0 momentum angular permanece constante tanto
em modulo quanto em diregao e sentido,

(4.15)

= Z I; X m;V; = constante (4.16)

Este fato é estabelecido como Principio de Conservacao do Momentum Angular.
Do mesmo modo que o momentum linear de um sistema isolado permanece constante, o
momentum angular de um sistema isolado também permanece constante, mesmo no caso
de um sistema de cargas moéveis onde temos que considerar o momentum angular do campo
eletromagnético?.

2Ver nota n° 1.
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4.3 Energia Cinética do Sistema de Particulas

A energia cinética total T" do sistema de particulas é dada pela soma das energias individuais

1 1

centro de massa

Figura 4.3: Definicao de T;.

Como mostra a Figura 4.3, podemos expressar cada vetor posicao T; na forma

= - o

Iy =Tem + 15 (4.18)

onde T; é a posicao da particula i em relacao ao centro de massa. Tomando a derivada em
relacao ao tempo, teremos

Vi = Vom + Vi (4.19)

aqui, V., ¢ a velocidade do centro de massa e V; a velocidade da particula i em relacao ao
centro de massa. A expressao para 1" pode entao ser escrita

T =Y ;mi(\%m + Vi) . (Vem + Vi) =Y ;mzvfm T S AN A ;mw?
1

= Mt T YoM Y g
mas da Equacao (4.18), temos

analogamente, temos

e a expressao para a energia cinética do sistema fica

1 1
T = 5mugm +> §mm§ (4.20)
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o que significa que a energia cinética total do sistema é dada pela soma da energia cinética
de translacdo do centro de massa (1° termo) mais a energia cinética do movimento das
particulas com relagdo ao centro de massa (dltimo termo). Esta separagao de energias
cinéticas é conveniente, por exemplo, em Fisica molecular. Desta maneira, para um sistema
molecular, a energia cinética total consiste na soma da energia cinética de translacao de
todas as moléculas, mais a energia de vibracao e rotacao de cada molécula.

4.4 Movimento de Dois Corpos que Interagem — Massa
Reduzida

Consideremos o movimento de um sistema constituido de dois corpos (tomados como particulas)
que interagem através de forca central.

Vamos tomar um sistema isolado e portanto com centro de massa com velocidade cons-
tante. Por simplicidade tomaremos o centro de massa como origem. Temos entao

ml?l + mz?g =0 (421)

onde, como mostra a Figura 4.4, os vetores 17 e T representam a posi¢ao das particulas de
massa m, e Mo, respectivamente, em relacdo ao centro de massa. Agora, se R é o vetor
posicao da particula 1 relativo a particula 2, entao

Figura 4.4: O problema dos dois corpos.

R=F-T =1 (1 + ml) (4.22)
ma
a ultima passagem sai da Equagao (4.21).
A equacao diferencial do movimento da particula 1 relativa ao centro de massa é

d*t)

mlﬁ:ﬁl:f(R)

| =

(4.23)
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onde f(R) é o médulo da forca mutua entre as duas particulas. Usando a Equagao (4.22),
podemos escrever

d’R R
Mﬁ = f(R)E (4.24)
onde e
177862
- 4.25
= (4.25)

A quantidade p é conhecida por massa reduzida. A nova equagao do movimento (4.24) da
o movimento da particula 1 em relacdo a particula 2 (tomada como fixa). Esta equagao é
precisamente a mesma equacao para o movimento de uma particula de massa p movendo-se
em um campo central de for¢a dada por f(R). Deste modo, o fato de my estar em movimento
relativo ao centro de massa estd automaticamente computado quando se substitui m; por p.
Se os corpos tém massas iguais, entao pu = m/2. Por outro lado, se my é muito maior que
my, entao p é praticamente igual a m;.
Para dois corpos que se atraem por gravitagao nos temos

Gm1m2
Neste caso, a equagao do movimento é
= Gm1m2 ﬁ,
R=———F—"|= 4.27
p I ( R) (4.27)

Esta é a mesma equacao para o movimento de uma unica particula sujeita a uma forca
central regida por uma forca dependente do inverso do quadrado da distancia. Uma vez que
a escolha dos subscritos (de my ou msy) é arbitraria, devemos concluir que o movimento de
cada particula em relagao a outra é uma curva conica com esta fixa no foco.

Deste modo, tomando o sistema Terra-Lua como um sistema isolado, a Lua descreve uma
elipse em relagao a Terra (com a Terra no foco) ou, se o referencial for a Lua, temos a Terra
descrevendo uma elipse em torno da Lua (com a Lua no foco).

4.5 Colisoes

Sempre que dois corpos colidem, a forca que cada um exerce no outro durante o contato é
uma forca interna, caso os dois sejam considerados um sistema. O momentum linear total
fica portanto inalterado. Podemos entao escrever

D1+ D2 = D) + Dy (4.28)

ou equivalentemente,
— — —/ —/
miVy + MoVy = mivy + mMaVvy (429)

os subscritos 1 e 2 referem-se as duas particulas e as linhas caracterizam os momenta e
velocidades das particulas apos a colisao. As equacOes acima sao completamente gerais.
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Elas se aplicam a quaisquer dois corpos, independentemente de seus formatos, rigidez ou
qualquer outra coisa.
Com relagao ao balanco energético podemos escrever

oo v
= 4.30
2m1 + 27712 2m1 + 2m2 + Q ( )

o 1 1 1 1
§mlvf + §mgv§ = imlv’f + §mgv'§ +Q (4.31)

Aqui a quantidade ) é introduzida para indicar a energia total perdida, ou ganha, que ocorre
resultante da colisao.

No caso de uma colisao perfeitamente eldstica, nao existe mudanca na energia cinética
total de modo que () = 0. Se existir uma perda de energia, entao () é positivo. Esta colisao
¢é denominada endoérgica. Pode também ocorrer que haja aumento da energia cinética total.
Isto pode ocorrer por exemplo se houver alguma explosao no ponto de contato dos dois
corpos. Neste caso, () é negativo e a colisao é denominada exoérgica.

O estudo das colisoes é de particular importancia em fisica atomica e nuclear. Neste caso,
os corpos envolvidos sao atomos, niicleos ou particulas elementares como eletrons, protons
ou outras.

Colisao Direta

Consideremos o caso especial de uma colisao frontal de dois corpos ou particulas, no qual
o0 movimento ocorre inteiramente em uma linha reta como mostra a Figura 4.5. Neste caso,
a equacao de conservagao do momentum linear (4.29) pode ser escrita sem a notacao vetorial
como

MV + Moy = Myvy + mavh (4.32)

o sentido do movimento das particulas é dado pelo sinal de v.

@) V1 V2X
B

o (M % Q%

Figura 4.5: Colisao frontal de duas particulas.

A fim de calcular as velocidades apds a colisdo, devemos usar a Equacao (4.32), junta-
mente com a equacao do balango energético (4.31).
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E conveniente, em problemas deste tipo, introduzir-se o parametro ¢ conhecido por co-
eficiente de restituicao. Esta quantidade é definida como a razao entre a velocidade de
separacao V' e a velocidade de aproximacao V. Em nossa notacao e deve ser escrito como

_ =]V

= = 4.33
’1)2 — ’l)1| V ( )

€

O valor numérico de € depende primariamente da composicao e constituicao fisica dos dois
COTPOS. E f4cil verificar que em uma colisao perfeitamente elastica ¢ = 1. Para tanto,
devemos fazer Q = 0 em (4.31) e resolver o sistema formado pelas Equagoes (4.31) e (4.32).

Em uma colisao perfeitamente inelastica, os dois corpos permanecem unidos apos a colisao
de modo que € = 0. Para muitas situagoes o valor de € situa-se entre os dois extremos (entre
0 e 1). Para a colisao entre duas bolas de bilhar € vale aproximadamente 0,95. O valor desse
coeficiente depende também da velocidade com que os corpos se aproximam.

Podemos calcular os valores das velocidades finais com o uso da Equagao (4.32), junta-
mente com a definicao do coeficiente de restituicao, Equagao (4.33). O resultado é

, (my — emg)vy + (Mg + ema)vy

Ul =
my + Mo

. (mq 4 emq)vy + (Mg — emq) vy (4.3)
mi1 + mo

No caso inelastico (e = 0) verifica-se que v} = v}, isto é, ndao ha recuo relativo. Por outro
lado, no caso especial em que os dois corpos possuem massas iguais, m; = ms, € a colisao ¢é
perfeitamente elastica, ¢ = 1, obtemos

V] = Uy

vh = v

os dois corpos trocam suas velocidades como resultado da colisao.
No caso geral de colisoes frontais nao elasticas, é facil verificar que a perda de energia @)
é relacionada com o coeficiente de restituicao pela equacao

Q= ;/wQ(l — )

onde p é a massa reduzida e v a velocidade relativa antes da colisao. A deducao desta
expressao ¢ deixada como exercicio.

4.6 Colisao Obliqua e Espalhamento. Comparacao das
Coordenadas do Laboratorio e do Centro de Massa
Vamos voltar nossa atencao para um caso de colisao mais geral do que aquele em que o

movimento estd confinado a uma linha reta. Aqui a notacao vetorial para as equagoes do
momentum (4.28) e (4.29) tem que ser mantida.
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Vamos estudar o caso especial de uma particula de massa m; com velocidade inicial
V1 (particula incidente) que colide com a particula de massa ms inicialmente em repouso
(particula alvo). Este é o problema tipico que encontramos em fisica nuclear. As equagoes
do momentum sao

P1 = D1 + Dy (4.35)
myvy = mavy + mavy (4.36)
O balanco de energia é dado por
fi:ﬁ*iw (4.37)
ou
S} = ot s +Q (4.38)

Aqui, como antes, as linhas indicam velocidades e momenta finais. A quantidade ) é de
fundamental importancia em fisica atomica e nuclear uma vez que ela representa a energia
emitida ou perdida em uma colisao atomica ou nuclear. Em muitos casos a particula alvo é
“quebrada” (fissao) ou se modifica por influéncia da colisdo. Em tais casos as particulas, apds
a colisao, sao diferentes das particulas antes da colisao. Em tais casos deve-se, logicamente,
assinalar de modo diferente as massas apds a colisao com mg e my, por exemplo.

Mas, qualquer que seja o caso, a lei de conservacao do momentum tem que ser verificada.
De acordo com a teoria da relatividade, no entanto, a massa da particula varia com a veloci-
dade de um modo que é descrito por esta teoria, e tal fato deve ser tomado em consideracao
quando tratamos colisoes envolvendo velocidades préximas a da luz. No entanto, podemos
adiantar que a conservagdo do momentum expressa pela Equacao (4.28) é relativisticamente
correta, considerando que a massa seja uma funcao da velocidade.

Coordenadas do Centro de Massa

Célculos tedricos em fisica nuclear sao feitos comumente em termos de quantidades rela-
cionadas a um sistema de coordenadas no qual o centro de massa das particulas que colidem
esteja parado. Por outro lado, as observacoes experimentais do espalhamento das particulas
sao feitas em termos das coordenadas de laboratorio. H& portanto o interesse de se fazer
consideracoes breves a respeito do problema de conversao de um sistema de coordenadas
para o outro.

Os vetores velocidade no sistema do laboratério e no sistema do centro de massa estao
representados na Figura 4.6. Nessa Figura ¢; é o angulo de deflexao da particula incidente,
depois que ela atingiu o alvo e ¢5 é o0 angulo que a dire¢ao do movimento do alvo faz com a
direcao original do movimento da particula incidente. Tanto ¢; quanto ¢, sao medidos no
sistema do laboratério. No sistema do centro de massa, uma vez que o centro de massa deve
permanecer sobre a linha que une as duas particulas, ambas as particulas aproximam-se do
centro de massa, colidem e afastam-se do mesmo, em sentidos opostos. O angulo 6 é o angulo
de deflexao da particula incidente em relacao a direcao original de movimento, medido no
sistema do centro de massa.
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Figura 4.6: Comparagao das coordenadas do Laboratorio e do Centro de Massa.

Da definicao de centro de massa, vemos que o momentum linear do conjunto no referencial
do centro de massa é nulo tanto antes quanto depois da colisao. Desta forma, podemos
escrever -

p 1T 5’2 =0 (4.40)

As barras sao usadas para indicar que a quantidade em questao se refere ao sistema do centro
de massa. O balango energético corresponde a

R.B_ 7
= 4.41
2m1 + 2m2 2m1 + 2m2 + Q ( )

Podemos eliminar P, e p/, da tltima equagao recorrendo as Equagoes (4.39) e (4.40). Desta
forma, a Equacao (4.41) pode ser escrita como

ﬁ = ]z? +Q (4.42)
2u 2
As expressoes (4.39) e (4.40) podem ser escritas como
mivy + mavy = 0 (4.43)
miv'y + maeV'y = 0 (4.44)
A velocidade do centro de massa ¢é
Vem = ﬂm (4.45)
entao temos e
s L S 2V1
Vi=V] — Ve, = pep—— (4.46)

A relagao entre os vetores velocidade V., V] e ¥/; é mostrada na Figura 4.7. Dela, vemos
que
visen¢g; = vjsend (4.47)
vicosgy = T)cosl 4 vepy (4.48)
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Dividindo (4.47) por (4.48) encontramos uma equagao que conecta os angulos de espalha-
mento nos dois sistemas

sen 6
t R 4.49
g1 v+ cosf ( )
onde v é um parametro numérico dado por
Vem, mivq
= (4.50)

v, T (my +my)

a ultima passagem vem da Equacao (4.45).

Vcm

Figura 4.7: Relacao entre os vetores velocidade no sistema Laboratorio e no sistema Centro

de Massa.

Podemos agora calcular o valor de 7} em termos da velocidade da particula incidente a
partir da Equagao (4.42). Esta equagao nos d4 as informagoes necessarias para encontrarmos
~ e entao determinarmos a relacao entre os angulos de espalhamento. Por exemplo, no caso
de uma colisao perfeitamente eldstica, ) = 0, encontramos — de (4.42) — que p; = P} ou
U1 = U} e este resultado junto com a Equacao (4.46) nos leva ao resultado

y="1 (4.51)
mo
para a colisao elastica.

Dois casos especiais para as colisoes elasticas merecem ser considerados. Primeiro, se a
massa msy da particula alvo é muito maior do que a massa m; da particula incidente. Neste
caso vy é muito pequeno e tg ¢ ~ tg 6 ou ¢, ~ 0. Isto significa que o angulo de espalhamento
visto no referencial do laboratério ou no referencial do centro de massa sao praticamente
iguais.

O segundo caso especial é o de massas iguais (m; = ms). Neste caso v = 1 e a relagao
de espalhamento se reduz a

ta ¢y = sen 6 —te
& 1_1+cosl9_g2
0
o=

que significa que o angulo de deflexao medido no referencial do laboratorio é exatamente a
metade daquele medido no referencial do centro de massa. Além disto, uma vez que o angulo



4.7. IMPULSO EM COLISOES 125

de deflexao da particula alvo é m — 6 no referencial do centro de massa, como mostra a Figura
(4.6), temos que o mesmo angulo medido no referencial do laboratério é (m — #)/2. Deste
modo as duas particulas deixam o ponto de impacto em diregoes perpendiculares quando
observadas no sistema do laboratério.

No caso geral de colisoes nao elasticas, deixa-se como um problema a demonstracao de
que v pode ser expresso como

9 (1 . mlﬂ : (4.52)

T mo

em que T é a energia cinética da particula incidente, medida no referencial do laboratério.

my

ma

4.7 Impulso em Colisoes

Forcas de duracao temporal extremamente curta, tais como as exercidas por corpos que
colidem, sao denominadas forgas impulsivas. Se concentramos nossa atengao em um dos
corpos, a equacao diferencial do movimento como sabemos é

d(mv) &
— 2 =F 4.53
ou na forma diferencial .
d(mv) = Fdt (4.54)

integrando de t = t; até t = t5 que ¢é o intervalo de tempo durante o qual a forca atuou,

teremos
ta _,

A(mv) = Fdt (4.55)
t1
A integral temporal da forca é denominada impulso, e é denotada pelo simbolo p. Desta

forma, a equagao acima pode ainda ser escrita como
A(mv) =p (4.56)

Em palavras temos: A variacdo no momentum linear de um corpo sujeito a uma forca
impulsiva ¢é igual ao impulso desta forca.

Podemos imaginar um impulso ideal produzido por uma forca que tende para infinito
com duragao que tende para zero de modo que a integral [ Fdt seja finita. Tal impulso ideal
produziria uma mudanga instantanea do momentum e da velocidade do corpo sem produzir
qualquer deslocamento.

Relagao entre Impulso e o Coeficiente de Restituicao

Apliquemos o conceito de impulso ao caso de uma colisao frontal de dois corpos esféricos
(tratados na Segao 4.5). Iremos dividir o impulso em duas partes denominadas impulsos
de compressao p. e impulso de restituicao p,. Vamos considerar apenas as componentes ao
longo da direcao que une os centros das esferas. Podemos escrever, para p.

mivg — M1y = f)c (457)

Moty — Maly = —Pe (4.58)
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onde vy é a velocidade comum das duas esferas no instante em que a velocidade relativa é
zero. Similarmente, para a restituicao temos

mlvll—mlvo = f)’r (459)

mot's — Moty = —Dy 4.60)

eliminando vy das Equagoes (4.57) e (4.58) e também das Equagoes (4.59) e (4.60) obtemos
o par de equagoes

mima(ve —v1) = De(my + ma)

myima(v'y —v's) = Pr(my +my)
Dividindo a segunda equagao pela primeira temos

V2=V _ br (4.61)
V1 — V2 I5c

mas o termo a esquerda é justamente a definicao do coeficiente de restituicao de modo que

Dr
Pe
O coeficiente de restituicao é portanto igual a razao entre o impulso de restituicao e o impulso

de compressao.

4.8 Movimento de um Corpo com Massa Variavel —
Movimento de um Foguete

No caso de um corpo cuja massa varia com o tempo, é necessario um certo cuidado ao lidar
com as equacoes diferenciais do movimento, o conceito de impulso é bastante til neste tipo
de problema.

Considere o caso geral do movimento de um corpo com massa variavel. Seja Fou a forca
externa que age no corpo em um dado instante e seja Am a variacdo de massa ocorrida no
corpo em um curto intervalo de tempo At. Entao, FouAt é0 impulso devido a forca externa
e entao temos

FetAt = (ptotal)t+At - (ptotal)t
para a variacao total no momentum de um sistema naquele intervalo At. Se denotarmos
por vV a velocidade do corpo e por U a velocidade de Am relativa ao corpo, podemos entao
escrever

—

FouAt = (m + Am)(V + AV) — [mV + Am(V + 1)]

que reduz a
Fooi At = mAV + AmAV — GAm

ou, dividindo por At
S AV UAmMm
Fea: - A ~N. AL
o=t Am) 3y = =5
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e no caso limite, quando At tende para zero, temos
Fog = mv — tirh (4.63)

Aqui a forca externa pode representar a forca da gravidade ou de resisténcia do ar ou outra
qualquer. No caso dos foguetes o termo urm representa a propulsao.

Vamos aplicar a Equacao acima a dois casos especiais. Primeiro, suponha que um corpo
esteja se movendo em meio a neblina de modo que colete massa a medida que se move. Neste

caso a velocidade inicial da matéria coletada é zero e U = —v logo temos
~ : d(mv
Fop = mv + ¥i = <dt) (4.64)

para a equacao do movimento: ela se aplica somente se a velocidade inicial da massa que esta
sendo recolhida é zero. Em outro caso, a expressao da Equacao (4.63) tem que ser usada.
No segundo caso especial, consideremos o movimento de um foguete. Para tal m é
negativo por causa da perda de massa na forma de combustivel ejetado. Assim trh é oposto
a direcao de 1 (velocidade relativa do combustivel ejetado). Para simplificar, podemos
resolver a equacao do movimento para o caso em que a forca externa é zero. Temos assim

mv = im (4.65)

separando as variaveis e integrando teremos

/dV:/ﬁdm
m

v md
/dv:—u/ am
vo mo MM

mo

v=1vg+uln—

m
aqui mg é a massa inicial do foguete (carga + combustivel ndo queimado), m é a massa do
mesmo sistema no instante ¢t e u é a velocidade do combustivel ejetado relativa ao foguete.
Devido a funcao logaritimica, é necessario que se tenha uma consideravel razao entre a
massa do combustivel e a carcaca para que se alcance as altas velocidades necessérias para

a colocacao de um satélite em orbita.

considerando U constante temos

Exercicios de Treinamento

4.1 Um sistema é constituido de trés particulas, cada uma de massa unitaria, com posicoes
e velocidades instantaneas dadas por

f=T+7+k V=T
B=T+k Vo =27
=k T =T+7+k

Calcule as seguintes grandezas
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4.2
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a) A posicao instantanea do centro de massa.
b)

¢) O momentum linear do sistema.

A velocidade do centro de massa.

d) O momentum angular do sistema em relagao a origem.
e) A energia cinética.
Um revolver de massa m dispara uma bala de massa ym onde vy é uma pequena

fracao. Se vy é a velocidade da bala quando ela abandona o cano do revélver, qual é a
velocidade de recuo do revélver?

Problemas

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

Um bloco de madeira de massa m repousa sobre uma superficie horizontal. Uma
bala de massa ym ¢é disparada horizontalmente com velocidade vy contra o bloco,
alojando-se no mesmo. Que fracao da energia cinética inicial da bala é perdida no
bloco, imediatamente apds o impacto? Se p é o coeficiente de atrito entre o bloco e o
chao, que distancia ele percorrerd até parar?

Uma granada ¢ langada com velocidade inicial vy segundo um angulo de 45°. Na parte
mais alta da trajetoria ela explode, dividindo-se em dois fragmentos de mesma massa,
um dos quais move-se verticalmente para baixo com velocidade inicial v/2v,. Qual a
direcao e velocidade do outro fragmento apds a explosao?

Trés particulas de mesma massa movem-se sobre uma mesma linha reta. Inicialmente
elas passam pelas posicoes —1; 0 e +1 com velocidades 4vy; 2vy e vy. Encontre as
velocidades finais das particulas, considerando que todos os choques sao perfeitamente
elasticos.

Uma bola cai de uma altura h chocando-se com um solo horizontal. Se o coeficiente
de restituicao ¢é €, mostre que a distancia vertical total percorrida pela bola até que os
repiques cessem €
h(1+ €?)
1— €2

e encontre o tempo total gasto até que a bola pare.

Considere a Terra e a Lua como um sistema isolado e mostre que cada uma descreve
uma elipse em relagao ao centro de massa do sistema.

Mostre que a energia cinética de um sistema de duas particulas é

1 1
imvgm + 5[“12

onde m = my + mao, v é a velocidade relativa e u é a massa reduzida.
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4.9 Se dois corpos colidem frontalmente, mostre que a perda de energia cinética é igual a
pv*(1 — €%)/2 onde p = massa reduzida; v = velocidade relativa antes do impacto e €
= coeficiente de restituicao.

4.10 Uma particula moével de massa m; colide elasticamente com um alvo de massa ms
inicialmente em repouso. Se a colisao for frontal, mostre que a particula incidente perde
uma fragdo 4u/m de sua energia cinética inicial (¢ = massa reduzida; m = m; + my).

4.11 Mostre que o momentum angular de um sistema de duas particulas é
Tom X MV e + R X ¥

(m = my+mg; p = massa reduzida; R = vetor posicao relativa; v = velocidade relativa
das duas particulas).

4.12 Um préton de massa m,, com velocidade inicial ¥V colide com um adtomo de hélio, massa
4m,,, inicialmente em repouso. Se o préton deixa o ponto de impacto segundo um
angulo de 45° em relacao a direcao original de seu movimento, encontre as velocidades
finais de cada uma das particulas. Considere a colisao perfeitamente elastica.

4.13 Resolva o problema acima no caso de uma colisao ineldstica em que ) = 1/4 da energia
cinética inicial do préton.

4.14 Relativo ao problema 4.12, encontre o angulo de espalhamento do préton no referencial
do centro de massa.

4.15 Relativo ao problema 4.13, encontre o angulo de espalhamento do proton no referencial
do centro de massa.

4.16 Uma particula de massa m com momentum inicial p;, colide com uma particula de
igual massa em repouso. Se o médulo dos momenta finais das duas particulas sdo p',
e p'y respectivamente, mostre que a perda de energia na colisao é dada por

/ /
Q:plj‘OQCOSw
m

onde 9 é o angulo entre as trajetérias das duas particulas apds a colisao.

4.17 Encontre a equagao do movimento de um foguete disparado verticalmente para cima
considerando g constante. Encontre a razao entre a massa de combustivel e a da carcaca
para que o foguete alcance uma velocidade final igual a velocidade de escape da Terra
(ve), considerando-se que a velocidade de exaustao do gés é Kv, (K = constante) e
a taxa de exaustao é m. Determine o valor numérico da relagao combustivel-carcaca
para o caso em que K = 1/4, e mn é igual a 1% da massa inicial de combustivel por
segundo.

4.18 Monte a equacao diferencial do movimento de uma gota de chuva que cai em meio a
neblina; recolhendo mais dgua enquanto cai. Considere que a gota permanece esférica
e que a taxa de recolhimento de dgua é proporcional a area da segao transversal da
gota multiplicada pela velocidade da mesma. Mostre que, se a gota parte do repouso
com tamanho inicial infinitesimal entao a aceleragao é constante e igual a g/7.
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4.19 Uma corrente de massa uniformemente distribuida e de comprimento a repousa inici-
almente sobre uma mesa. Uma parte b de seu comprimento pende de uma das bordas
da mesa enquanto a outra parte, de comprimento a — b repousa sobre a tabua da mesa.
Se a corrente é abandonada, mostre que a velocidade da mesma, quando o ltimo elo

abandona a mesa, é \/Zg(a3 —b%)/3a?.

4.20 Um foguete, ao viajar na atmosfera, experimenta uma forca de resisténcia linear do
ar —KV. Encontre a equagao diferencial do movimento quando todas as outras forcas
externas sao despreziveis. Integre a equacao e mostre que se o foguete parte do repouso,
a velocidade final é dada por v = Va[l — (m/mg)*?] onde V é a velocidade relativa
de exaustao dos gases, o = |m/K| = constante, my é a massa inicial do foguete mais
combustivel e m é a massa final do foguete.

Respostas de Problemas Selecionados

41 (a) (2747 +3k)/3

4.3 Fragao perdida = (1 +~)71, s = %
4.5 wg; 2v0; dvg

4.12 Proton: v, = ', = 0,66v
Hélio: v', ~ 0,090, v, = 0, 16v

4.14 ~ 55°
418 2 =g —3%*/z

420 mo+Vm+ Kv=0
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Capitulo 5

Mecanica dos Corpos Rigidos
Movimento no Plano

Um corpo rigido pode ser considerado como um sistema de particulas cujas posicoes relativas
sao fixas, ou, em outras palavras, em que a distancia entre duas particulas quaisquer é cons-
tante. Esta é a definicao de um corpo rigido ideal. Primeiramente, como ja foi mencionado
na definicao de uma particula, nao existem verdadeiras particulas na natureza. Em segundo
lugar, os corpos reais nao sao estritamente rigidos; eles podem ser deformados (esticados,
comprimidos ou curvados) quando submetidos a forcas externas. No entanto, por enquanto,
iremos desprezar tais deformagoes.

5.1 Centro de Massa de um Corpo Rigido

J& definimos na Secao 4.1 o centro de massa de um sistema de particulas como sendo o ponto
(Tem Yems Zem ), tal que

Ty = inmi7 Yom = Zyz‘mi’ oy, = > Zim;

o m; 2 m; > m;

Para um corpo rigido extenso, podemos substituir a somatéria por uma integral sobre todo
o volume do corpo de modo que

o Joprdy - Jy pydv P
cm fU de ) cm fv pdl} ) cm fv pd’l_}

onde p é a densidade e dv o elemento de volume. Se o corpo rigido tem a forma de uma
casca fina, as equagbes para o centro de massa passam a ser

Js pxds Js pyds Js pzds
LTem = ) cm — ) Zem =
Js pds Y Js pds Js pds
onde ds é o elemento de area e p, a densidade superficial; a integral se estende sobre toda a

superficie do corpo.
Analogamente, se o corpo tem a forma de um fio fino, temos

o Jupdl v Ji pydl L Jppd
o Jrpdl’ o Jrpdl’ o Jr pdl

(4.1)

(5.1)

(5.2)

(5.3)
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Neste caso p é a densidade linear e dl o elemento de comprimento.

Para corpos homogéneos e uniformes, os fatores densidade (p) s@o constantes em cada
caso, e portanto podem ser cancelados em todas as equacoes acima.

Se o corpo é composto, isto € se ele é constituido de duas ou mais partes cujos centros de
massa sao conhecidos, entao, é claro, da definicao do centro de massa que podemos escrever

Lo = 1My +x2m2 + ... (54>
mi+ Mmoo+ ...

Equacoes semelhantes fornecem ey, € Zem. Aqui (21, y1, 21) sdo as coordenadas do centro
de massa do constituinte de massa mq, etc.

Consideracgoes de Simetria

Se o corpo possui alguma simetria, pode-se tirar vantagem dessa simetria para a localiza-
¢ao do centro de massa. Deste modo, se o corpo possui um plano de simetria, isto é, se cada
particula m; possui uma imagem especular m; relativa a um certo plano, entao o centro de
massa encontra-se neste plano. Para provar isto, suponhamos que o plano xy é um plano de
simetria. Teremos entao

Xz 4 zimy)
Fem S (m; +ml)
mas m; = m, e z; = —z.. Entao os termos no numerador cancelam-se em pares € 2., = 0;
ou seja o centro de massa encontra-se no plano xy.

De modo anélogo, se o corpo possui uma linha de simetria, é facil mostrar que o centro

de massa é um ponto dessa linha. A prova disto fica como exercicio.

Hemisfério Solido

Para encontrar o centro de massa de um hemisfério sélido homogéneo de raio a, nés
sabemos que, por razoes de simetria, o centro de massa encontra-se sobre o raio normal a
superficie plana do hemisfério.

Fixamos os eixos coordenados como mostra a Figura 5.1. Temos que o centro de massa
esta sobre o eixo z. Para calcular z.,, usaremos elementos de volume circulares de espessura

dz e raio va? — 22 como mostrado. Entao
dv = 7(a® — 2*)dz

de modo que
_ Jo prz(a® — 2%)dz 3
Fom = [ pr(a? — 22)dz 8" (5:5)

Casca Hemisférica

Para uma casca hemisférica de raio a usamos os mesmos eixos do problema anterior (Fig.
5.1). Novamente, pela simetria, o centro de massa estd localizado sobre o eixo z. Para
elemento de superficie tomamos uma tira circular de largura adf. Podemos escrever

ds = 27V a? — z2adf
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mas 6 = arcsen (z/a) de modo que
df = (a® — ZQ)_%dZ

e portanto ds = 2mwadz, logo
_ Jy p2mazdz  a

cm a - a5 56
I3 p2radz 2 (56)
V4
a2 -7 2
|
7
a
VA
0
@)

Figura 5.1: Coordenadas para o calculo do centro de massa de um hemisfério.

Aro Semicircular

Para encontrarmos o centro de massa de um aro semicircular de raio a, usamos os eixos
mostrados na Figura 5.2. Temos

dl = adf

di
\
do

O X

Figura 5.2: Coordenadas para o calculo do centro de massa de um aro semicircular.

e z = asenf logo

_ Jo plasenf)add  2a
Zem = 7 padd = (5.7)

Lamina Semicircular
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No caso de uma lamina semicircular uniforme, o centro de massa esté sobre o eixo z (Fig.
5.2). Deixamos como problema a prova de que

4a
Zem =
3

(5.8)

5.2 Alguns Teoremas sobre o Equilibrio Estatico de um
Corpo Rigido
Como j4 foi visto (Secao 4.1), a aceleragao do centro de massa de um sistema é igual a soma

vetorial das forcas externas dividida pela massa. Em particular, se o sistema é um corpo
rigido e se a soma de todas as forcas externas é nula

Fi4+Fy+...=0 (5.9)

entao o centro de massa, se estiver inicialmente em repouso, permanecera parado. Desta
forma a Equagao (5.9) expressa a condi¢ao de equilibrio translacional de um corpo rigido.
Analogamente, o anulamento do torque

f1Xﬁ1+F2Xﬁ2+...:O (510)

significa que o momentum angular total do corpo nao varia (Secao 4.2). Esta é a condicao
de equilibrio rotacional do corpo rigido que implica no fato de se o corpo estiver inicialmente
em repouso, ndo comece a girar. As Equagoes (5.9) e (5.10) juntas constituem as condigoes
necessarias para o equilibrio completo de um corpo rigido.

Equilibrio em um Campo Gravitacional Uniforme

Consideremos um corpo rigido dentro de um campo gravitacional uniforme, digamos, na
superficie da Terra. Uma vez que a soma das forcas gravitacionais é mg onde m é a massa
do corpo, podemos escrever a condi¢ao para o equilibrio translacional como

Fi+F+...+mg=0 (5.11)

onde Fq, Fy, etc, sao todas as forcas externas além da forca gravitacional. Analogamente, a
condicao de equilibrio rotacional deve ser escrita como

FlXﬁ1+f2Xﬁ2+...+ZFiXmi§:0 (512)
mas g é constante de modo que podemos escrever

A equacao acima estabelece que o momento da forca da gravidade sobre todos os pontos
do corpo é igual ao momento de uma tnica forca mg atuando no centro de massal. A

1O centro aparente de atuacdo da forca gravitacional é denominado centro de gravidade. Em um campo
gravitacional uniforme como o que estamos considerando, o centro de massa e o centro de gravidade sao
coincidentes.
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equagao para o equilibrio rotacional pode ser entao escrita como

?1Xﬁ1+F2Xﬁ2+...+fcme§:O (514)

Equilibrio sob Forgcas Coplanares

Se as linhas de acao de um conjunto de forcas que atuam em um corpo rigido sao copla-
nares, isto é, elas estao todas no mesmo plano, entao podemos escrever ﬁl =TF, +1F,,
etc.

As equagoes para o equilibrio na forma de componentes, Equagoes (5.9) e (5.10), (que o
estudante deve lembrar da Fisica Elementar) sdo entao (equilibrio translacional)

Fou+Fp+...=0 e Fp+Fp+...=0 (5.15)
(equilibrio rotacional)

.’L’lel — ylFrpl + .’L'QFyQ - yQF:EQ +...=0 (516)

5.3 Rotacao de um Corpo Rigido em Torno de um Eixo
Fixo — Momento de Inércia

O tipo mais simples de movimento de um corpo rigido, além da translacao pura, é aquele
no qual o corpo esta obrigado a girar em torno de um eixo fixo. Tomemos o eixo z de um
sistema de coordenadas apropriado como eixo de rotagao.

A trajetéria descrita por uma particula m; localizada no ponto (z;, y;, z;) é um circulo

de raio \/2? +y? = R; centrado no eixo z. Uma secao transversal paralela ao plano xy é
mostrada na Figura 5.3.

@\8

Figura 5.3: Segao transversal de um corpo rigido girando em torno do eixo z.

A velocidade v; da particula ¢ é dada por

v; = Rw = /22 + yw (5.17)
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onde w é a velocidade angular da rotacao. Analisando a figura vemos que a velocidade tem
as seguintes componentes

T; = —v;sen¢ = —wy; (5.18)
Ui = v;C080 = w; (5.19)
4 =0 (5.20)

onde ¢ é definido como mostra a figura. As equagoes acima também podem ser obtidas ao
se tomar as componentes de

onde & = kw.
Calculemos a energia cinética de rotacao do corpo. Temos

T=> ;mlvf = ; <Z miRZ-2> w? = ;[wQ (5.22)
onde
= Y mi = Y, (a2 +47) (5.23)

A quantidade I, definida pela equacao acima, é de particular importancia no estudo de
corpos rigidos. Ela é denominada momento de inércia.
Para mostrar como o momento de inércia é importante, calculemos primeiramente o
momentum angular em relagao ao eixo de rotagao.
Uma vez que o momentum angular de uma tnica particula é definido como 1; X m;V;, a
componente z é
mi(z; — yidi) = m(2? + 3w = mR2w (5.24)

onde fizemos uso das Equagoes (5.18) e (5.19). A componente z total do momentum angular,
que vamos representar por L é entao dada somando-se sobre todas as particulas

L= mPRw=Iw (5.25)

Na Secao 4.2 vimos que a taxa de variagao do momentum angular de qualquer sistema é
igual ao momento total das forcas externas.
Para um corpo obrigado a girar em torno de um eixo fixo, temos

_dL  d(lw)
dt dt

(5.26)

onde N é o momento total de todas as forcas externas relativo ao eixo de rota¢ao (componente
de N sobre o eixo). Se o corpo é rigido, temos que I é constante e podemos escrever
dw

N=1— 2
g (5.27)

A analogia entre as equagOes para translagdo e para rotagdo em torno de um eixo é
mostrada a seguir
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TRANSLACAO ROTACAO
momentum linear p = muv momentum angular L = Jw
forca F=mv torque N =1lw
energia cinética T = imu? energia cinética T = 11u?

Desta forma, o momento de inércia é analogo a massa: ele é uma medida da inércia
rotacional do corpo em relacao a um dado eixo fixo de rotacao, do mesmo modo como a
massa ¢ a medida da inércia translacional do corpo.

5.4 Calculo do Momento de Inércia

Nos calculos praticos do momento de inércia 3" mR2, para corpos extensos, substituimos
a somatoria por uma integracao por todo o corpo, do mesmo modo como fizemos para o
calculo do centro de massa. Desta forma podemos escrever

[= / R%dm (5.28)

onde dm, elemento de massa, é dado pelo fator densidade multiplicado por uma diferencial
apropriada (volume, drea ou comprimento). E importante lembrar que R é a distancia
perpendicular entre o elemento de massa e o eixo de rotacao.

No caso de um corpo composto, é claro, da definicao de momento de inércia, que podemos
escrever

I'=5L+1L+... (5.29)

onde I, I, etc, sao os momentos de inércia dos varios i constituintes, relativos ao eixo
escolhido.
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Calculemos o momento de inércia para alguns casos particulares importantes.

Barra Fina

Para uma barra fina uniforme de comprimento a e massa m, temos, para o eixo perpen-
dicular & barra passando por uma extremidade (Figura 5.4 (a))

-al2 Ol . . +a2 x
dx

(b)

Figura 5.4: Coordenadas para o cdlculo do momento de inércia de uma barra (a) em relagao
a uma extremidade (b) em relag¢do ao centro.

a ad 1,
I= / r pdr = p— = —ma (5.30)
0 3 3

a ultima passagem resulta do fato de que pa = m.
Se o eixo é perpendicular & barra mas passa pelo seu centro (Fig. 5.4 (b)) temos

+3 1 1
z°pdr = 5 pa” = oma (5.31)

(SIS

Aro ou Casca Cilindrica

No caso de um aro circular fino ou de uma casca cilindrica, para o eixo central ou de
simetria, todas as particulas se encontram a mesma distancia do eixo de modo que

I = ma® (5.32)

onde a é o raio e m a massa.

Disco Circular ou Cilindro

Para calcular o momento de inércia de um disco circular uniforme de raio a e massa m,
vamos usar coordenadas polares. O elemento de massa, um aro fino de raio r e espessura dr
¢é dado por

dm = p2nrdr

onde p é a densidade superficial. O momento de inércia em relacao ao eixo que passa pelo
centro do disco, normal ao plano das faces (Figura 5.5) é obtido do seguinte modo
4
a 1

I = /a p(r?)(2rrdr) = 2np— = —ma’ (5.33)
0 4 2
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A tltima passagem envolveu a relacao ma%p = m.

eixo

Figura 5.5: Coordenadas para o calculo do momento de inércia de um disco.

Obviamente a Equagao (5.33) também se aplica para um cilindro de raio a e massa m
para o eixo central do mesmo.

Esfera

Encontremos o momento de inércia de uma esfera sélida uniforme de raio a e massa
m relativo a um eixo (eixo z) passando por seu centro. Iremos dividir a esfera em discos
circulares finos, como mostra a Figura 5.6.

O momento de inércia de um desses discos de raio y é dado pela Equacao (5.33), %yzdm
mas dm = pry*dz de modo que

Figura 5.6: Coordenadas para o calculo do momento de inércia de uma esfera em relacao ao
eixo z.

a 1 a1 8
I= [a §7rpy4dz = [a iwp(QQ — 22)?dz = Bﬂpcf (5.34)

4

A 1ltima passagem deve ser completada pelo leitor. Uma vez que m = §7TCL3p temos

2
I = Zma?
5

(5.35)
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Casca Esférica

O momento de inércia de uma casca esférica fina e uniforme pode ser obtido facilmente
pela aplicagdo da Equagao (5.34). Se diferenciamos em relagao a a, temos
8
dI = —mpa‘da
3
este resultado é o momento de inércia de uma casca de raio a e espessura da. A massa da
casca ¢ 4ma’pda de modo que
2
I = Zma?

3

para o momento de inércia de uma casca de massa m e raio a. O leitor pode também tentar
obter este resultado por integracao.

(5.36)

Teorema dos Eixos Perpendiculares

Considere um corpo rigido na forma de uma chapa plana e fina de formato qualquer.
Coloquemos esta lamina no plano zy (Figura 5.7). O momento de inércia relativo ao eixo z

¢ dado por
I, = Zml(xf +y?) = Zmzxf + Zmiy?

z

Figura 5.7: Teorema dos eixos perpendiculares.

Mas 32, m;x? é exatamente o momento de inércia I, desse corpo com relagao ao eixo y
pois z; vale zero para todas as particulas.
Do mesmo modo, 3, m;y? é o momento de inércia I, desse corpo em relagio ao eixo x e

a equacao acima pode ser escrita

Este é o teorema dos eixos perpendiculares. Em palavras: o momento de inércia de
qualquer lamina plana, relativo a qualquer eixo normal ao seu plano, é igual a soma dos
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momentos de inércia relativos a dois eixos quaisquer mutuamente perpendiculares, contidos
no plano da lamina e que interceptam o primeiro eixo.

Como exemplo do uso deste teorema, vamos considerar um disco circular fino no plano
zy (Figura 5.8). Da Equacao (5.33) temos

1
I, = ima2 =1, +1,

Figura 5.8: Disco circular fino no plano xy.

Neste caso, no entanto, sabemos por simetria que I, = I,,. De modo que

1
L=1I,= Zma2 (5.38)

para o momento de inércia de um disco, relativo a um eixo contido no plano do disco e que
passa pelo seu centro. A Equagao (5.38) pode ser também obtida por integragao direta.
Teorema dos Eixos Paralelos

Tomemos a equagao do momento de inércia relativo a um eixo qualquer, por exemplo o
eixo z
_ 2 .2
I = Zmz(xz + ;)
i

Agora podemos expressar x; e y; em termos das coordenadas do centro de massa
(Tems Yem, Zem) € das coordenadas relativas do centro de massa (T;, 7;, Z;) (Figura 5.9)
da seguinte maneira

Ti = Tem + T e Yi = Yem + U; (5.39)

temos entao, depois de substituicoes e rearranjos de termos
=2 mi(T +75) + > mi@h, + Yo) + 2Tem D T3 + 2Yem Y i, (5.40)

O primeiro termo a direita é o momento de inércia relativo a um eixo paralelo ao eixo z que
passa pelo centro de massa. Vamos representa-lo por I.,,. A segunda soma a direita é igual
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y

z

Figura 5.9: Teorema dos eixos paralelos.

ao produto da massa total do corpo pelo quadrado da distancia do centro de massa ao eixo
2. Representamos esta distancia por [. Isto é I = 22+ 12 .
Agora, da definicao do centro de massa

Zmifi = Zmz@i =0

De modo que as duas tultimas somas da direita da Equagao (5.40) sao nulas e o resultado
final pode ser escrito
I = Iy +ml? (5.41)

Este é o teorema dos eixos paralelos. Ele pode ser aplicado a qualquer corpo rigido
tanto sélido quanto laminar. Este teorema estabelece que o momento de inércia, de um
corpo rigido, relativo a um eixo qualquer é igual ao momento de inércia relativo a um eixo
paralelo ao primeiro, passando pelo centro de massa, mais o produto da massa do corpo pelo
quadrado da distancia entre os eixos.

Aplicando o teorema acima a um disco circular, temos, das Equagoes (5.33) e (5.41)

L, 23
I = —ma® +ma” = —ma (5.42)
2 2
para o momento de inércia de um disco circular uniforme, relativo a um eixo perpendicular
ao seu plano, passando por sua borda.
Por outro lado, das Equagoes (5.38) e (5.41) temos
I = —ma® + ma®
4
para o momento de inércia do mesmo disco, relativo a um eixo paralelo ao seu plano, tangente
a borda.

Raio de Giracao
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Com diversos propésitos, é conveniente se expressar o momento de inércia de um corpo
rigido em termos da distancia k denominada raio de gira¢ao, onde k é definido pela equacao

1
I = mk? ou k=1— (5.43)
m

Por exemplo, o raio de giragao de uma barra fina, relativo a um eixo perpendicular que passa

por uma extremidade (veja a Equagao 7.30) é

b — %mcﬂ:i
m V3

Os momentos de inércia de varios objetos podem ser tabelados simplesmente através dos
quadrados de seus raios de giragao.

5.5 0O Péndulo Fisico

Um corpo rigido que esta livre para oscilar, sob acao de seu préprio peso, em relacao a um
eixo horizontal fixo é denominado péndulo fisico ou péndulo composto. Um péndulo
fisico é mostrado na Figura 5.10 onde O representa a localizacao do eixo de rotagao, e cm é
o centro de massa. A distancia entre O e cm é [ como pode ser visto.

Representando o angulo entre a linha Ocm e a vertical OA por €, o momento da forga
gravitacional (atuante no c¢m) relativo ao eixo de rotagdo tem mdédulo

mgl sen 6
A equacao fundamental de movimento
N=1w
pode entao tomar a forma )
—mglsent = 10
ou l
b+ % senf = 0 (5.44)

A equacao acima é formalmente idéntica a equagao do movimento de um péndulo simples.
Para pequenas oscilagoes, como no caso do péndulo simples, podemos substituir sen § por 6

mgl

A solucao é
0 = Oy cos(2m ft + €) (5.46)

onde 6y é a amplitude e € é o angulo de fase. A frequéncia da oscilagao f é dada por

1 z
gt (5.47)

=57
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Figura 5.10: O péndulo fisico.

O periodo T' é portanto

I
T =2m|— (5.48)
mgl
(Para evitar confusdo, ndo usaremos um simbolo especifico para representar a frequéncia
angular cujo valor é dado pelo produto 27 f). A expressao do periodo em termos do raio de

giracao k é
L2
T =2m Jl (5.49)

Desta forma, vemos que o periodo de um péndulo composto é igual ao de um péndulo
simples de comprimento k?/I. Como exemplo, podemos analisar o caso de uma barra fina e
uniforme de comprimento a oscilando em torno de um de seus extremos (k? = a?/3). Seu

periodo é
2
T =2m -
V 3¢

Usando o teorema dos eixos paralelos, podemos expressar o raio de giragao k em termos
do raio de giracao relativo ao centro de massa k.,

Centro de Oscilagao

I=1,,+ml

ou

2

mk* = mkZ2 + ml?

Cancelando as massas
k=K +1? (5.50)

A Equagao (5.49) pode entao ser escrita

K2+ 12
T = 2m/cmgl+ (5.51)
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Suponha que o eixo de rotacao de um péndulo fisico seja transferido para a posicao O’
a distancia " do centro de massa, como mostra a Figura 5.10. O periodo da oscilagao 7"

relativo ao novo eixo é dado por
k2 172
T/ — o, | Hem T (5.52)
gl

Segue-se que os periodos de oscilacao em torno de O e em torno de O’ serao iguais se

[y L

m

gl gl

que se reduz a
W=, (5.53)

O ponto O’ é denominado centro de oscilagao do ponto O. E claro que O também é centro
de oscilacao do ponto O’. Desta maneira, em torno de uma extremidade de uma barra temos
k2, =a?/12 e | = a/2. Usando a Equacdo (5.53) encontramos I’ = a/6 e portanto a barra
terd o mesmo periodo quando o eixo for transferido da extremidade para a posicao O’ situada
a distancia a/6 do seu centro.

5.6 Teorema Geral Relativo ao Momentum Angular

Com o objetivo de se estudar o caso mais geral do movimento de um corpo rigido, no qual
o eixo de rotagao nao é fixo, precisamos desenvolver um teorema fundamental relativo ao
momentum angular. Como vimos na Secao 4.2, a taxa de variacao temporal do momentum
angular de qualquer sistema ¢ igual ao torque aplicado

dL

2N 5.54
o (5.54)

ou explicitamente
d
dt =
7
Nas equagoes acima, todas as quantidades se referem a um sistema inercial de coordenadas.
Agora vamos introduzir o centro de massa para expressar o vetor posicao de cada particula

r; em termos da posicao do centro de massa 1., e do vetor posicao da particula ¢ em relacao
ao centro de massa I; (como na Secgao 4.3)

(T x mi¥i) = > (T x Fy) (5.55)

i

A Equacao (5.55) fica

a
dt -

| (Fom +T3) X 13V + ¥)| = D (Fom +T3) x Fy (5.56)

%
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Desenvolvendo esta expressao e usando o fato de que tanto 3. m;,T; quanto 3. m;V; sdo nulas,
podemos reduzir a Equacao (5.56) a

onde Fup = V.

Na Secao 4.1 mostramos que a translagao do centro de massa de qualquer sistema de
particulas obedece a equagao

Consequentemente o primeiro termo a esquerda da Equagao (5.57) cancela-se com o primeiro
termo a direita. O resultado final é

jtzn « mi¥ = 3% x B, (5.59)

A soma a esquerda na equacgao acima € exatamente o momentum angular do sistema
e a soma a direita é o momento total das forcas externas relativo ao centro de massa.

Representando estas quantidades por Le N, respectivamente, temos

I
2

(5.60)

&‘ %l\

Este resultado estabelece que a taxa de variagao temporal do momentum angular relativo
ao centro de massa de qualquer sistema ¢ igual ao momento total das forgas externas relativo
ao centro de massa. Isto é verdadeiro mesmo que o centro de massa esteja se acelerando. Se
tomarmos qualquer outro ponto além do centro de massa como ponto de referéncia, entao
tal ponto precisa estar em repouso em um sistema de referéncia inercial (exceto para certos
casos especiais para os quais ndo vamos nos reter em discussao).

Um exemplo do uso deste teorema é dado na Secao 5.8.

5.7 Movimento Laminar de um Corpo Rigido

Se o movimento do corpo ocorre de modo que todas as suas particulas se deslocam para-
lelamente a um determinado plano fixo, entao este movimento é denominado laminar. No
movimento laminar, o eixo de rotagao pode mudar de posicao mas nao muda de direcao. A
rotacao em torno de um eixo fixo é um caso especial de movimento laminar. Outro exemplo
¢é o de cilindro que rola sobre um determinado plano.

Se um corpo possui um deslocamento laminar, tal deslocamento pode ser especificado
como se segue.

Escolhemos um ponto de referéncia no corpo, por exemplo, o centro de massa; o ponto
em questao se desloca de AT, ao mesmo tempo o corpo gira em relacao ao ponto de referéncia
de um angulo Adg. E claro que qualquer deslocamento laminar pode ser especificado desta
maneira. Consequentemente, o movimento laminar pode ser especificado conhecendo-se a
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velocidade translacional de um ponto de referéncia adequado, juntamente com a velocidade
angular.
A equagao fundamental que governa a translacao de um corpo rigido é

F = mt,, = MVuy = Miwm (5.61)

onde F representa a soma de todas as forcas externas que agem sobre o corpo, m é a massa
e a., a aceleracao do centro de massa.

A aplicagao da Equagao (5.25) ao caso de um movimento laminar de um corpo rigido nos
fornece

L=1I,w (5.62)

para o moédulo do momentum angular relativo a um eixo C' que passa através do centro de
massa, onde w € a velocidade angular da rotacao em torno desse eixo.
A equagao fundamental que governa a rotagao do corpo, Equagao (5.60), fica entao

—

dL Lo
— =1,0=N 5.63
o W (5.63)

onde N é 0 momento total das forcas aplicadas, relativo ao eixo C.

5.8 Corpo Rolando em um Plano Inclinado

Para ilustrar o movimento laminar, vamos estudar o movimento de um objeto que possua
secao circular (cilindro, bola, etc ....) rolando para baixo em um plano inclinado. Como
mostra a Figura 5.11, existem trés forgas agindo no corpo. Elas s@o: (1) a forga da gravidade;
(2) a forca de reacdo normal do plano sobre o corpo (Fy) e (3) a forca de atrito (F), paralela
ao plano.

Figura 5.11: Corpo rolando em um plano inclinado.

Escolhendo os eixos como mostra a Figura, as equagoes das componentes do movimento
translacional do centro de massa sao
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Mem, = mgsenf — F (5.64)
Moy, = —mgcost + Fy (5.65)

onde # é o angulo de inclinacao do plano em relagao a horizontal. Uma vez que o corpo
permanece em contato com o plano,

Yem = cOnstante
e portanto ., = 0, de modo que, da Equacao (5.65) temos
Fn =mgcosf (5.66)

A tnica forga que provoca torque em relacao ao centro de massa é a forca de atrito. O
moédulo desse momento é Fa onde a é o raio do corpo. Deste modo, a equacao rotacional
(5.63) fica

I.,w=Fa (5.67)

Para discutir o movimento mais adiante, precisamos fazer algumas suposicoes relativas ao
contato do corpo com o plano. Vamos resolver as equagoes do movimento para dois casos.

Movimento sem deslizamento

Se o contato é muito rugoso tal que nao ocorre deslizamento do corpo, temos as seguintes
relacoes

Lem = a¢
Gom = ap=aw (5.68)
Lo = ag% = aw

onde ¢ é o angulo associado a rotagdo. A Equagao (5.67) pode entao ser escrita

[cm
CL2

Fom = F (5.69)

Substituindo o valor de F' (acima) na Equacao (5.64) temos

. _ 0 Icm .
ML, = Mgsen ) — ?xcm

resolvendo para 7., encontramos

mgsenf  gsen(
m+ (Inn/a?) 1+ (k2 /a?)

lfEC?’I’L -

(5.70)

onde k., é o raio de giracao em relagao ao centro de massa. O corpo rola, portanto, com
aceleragao linear constante e, por consequéncia da Equagao (5.68), com aceleracao angular
constante.
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Por exemplo, a aceleracio linear de um cilindro uniforme (k2 = a?/2) é

gsenf 2
———— = —gsenf
1+1/2 3

enquanto que para uma esfera uniforme (k2 = 2a?/5) é

gsenf 5 0
————— = —gsen
1+2/5 77

Consideragoes sobre energia

Os resultados acima podem ser também obtidos a partir de consideracoes energéticas.
Em um campo gravitacional uniforme, a energia potencial V' de um corpo rigido é dada pela
soma das energias potenciais individuais de todas as particulas

V= Z(migzi) = MyGgZem

onde z., ¢é a distancia vertical do centro de massa a um plano arbitrario de referéncia.
Se as outras forcas, além da gravitacional, nao realizarem trabalho, entao o movimento é
conservativo e podemos escrever

T+V =T+ mgz., = E = constante

onde T' é a energia cinética.
No caso de um corpo rolando num plano inclinado, Figura 5.11, a energia cinética de

translagao é mi? /2 e a de rotagao é I.,,w?/2 de modo que a equagao da energia fica
1

1
im:'cgm + §Icmw2 +Mgzem = F

mas w = Tem /A € Zey = —Tem sen d; logo

1 1 i?
§.jﬁim + ikgm & — gTemsent = E
a

No caso de rolamento puro a forga de atrito nao afeta a equagao de energia uma vez que é
perpendicular ao deslocamento e consequentemente nao realiza trabalho; logo E é constante.
Diferenciando em relacao ao tempo e agrupando os termos temos

2
cm
a?

ZemZem <1 + ) — gZTemsenf =0

Cancelando o fator comum %, (supondo é claro que Z.,, # 0) e resolvendo para I, encon-
tramos o mesmo resultado obtido anteriormente com o uso de forcas e momentos.

Ocorréncia de Deslizamento



150 CAPITULO 5. MECANICA DOS CORPOS RIGIDOS

Consideremos agora o caso em que o contato com o plano nao é perfeitamente rugoso
mas tem um certo coeficiente de atrito de deslizamento . Havendo este deslizamento, o
modulo da forca de atrito F' é

F = uFy = pmg cos @ (5.71)

A equacao da translacao (5.64) fica entao:
M ey = mgsen — pmg cos 6 (5.72)
e a equagao de rotacao (5.67) fica
I = pmga cos (5.73)
Da Equacao (5.72) vemos novamente que o centro de massa possui aceleragao constante
Fem = g(sen — pcos ) (5.74)

e, a0 mesmo tempo, a aceleracao angular é constante

. pmgacosf  pugacos6
w = =
]cm kgm

(5.75)

Integrando estas duas equagdes em relagao ao tempo e, supondo que o corpo parta do
repouso (isto é: em t = 0, &y, = 0, P, = 0) temos

Tem = g(sen€ — pcosh)t

w = d=g (,uacos@)t

2
kcm

(5.76)

Consequentemente as velocidades linear e angular tém razao constante e podemos escrever
Tem = Yaw

onde

. 2
senf —jicosd k2, (tan@ ~ 1) (5.77)

~ palcosO/k2. a? i

Mas, aw nao pode ser maior que Z.,,, de modo que v nao pode ser menor que a unidade.
O caso limite, para o qual nao existe deslizamento, é dado por %, = aw ou seja v = 1.
Resolvendo a Equagao (5.77) para p, com v = 1, obtemos o valor critico de u que é dado

por
tan 6

1+ (a/kem)?
Se 1 for maior que este valor, o corpo rola sem deslizar. Por exemplo, se uma bola é

colocada em um plano com 6 = 45°, ela ira rolar, sem deslizar, se o coeficiente p for maior
que tan45°/(1+45/2) ou 2/7.

(5.78)

Herit =
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5.9 Movimento de um Corpo Rigido Sob a Acao de
uma Forca Impulsiva

No Capitulo anterior introduzimos o conceito de uma forca impulsiva agindo em uma particula.
Vimos que o efeito de tal forca, ou impulso, é o de produzir uma mudanca subita na veloci-
dade da particula. Nesta Secao vamos estender o conceito de impulso ao caso do movimento
laminar de um corpo rigido.

Movimento Livre

Suponhamos que um corpo se encontre livre para movimentar-se em um plano e esteja

submetido a um impulso P. Nestas circunstancias, de acordo com a teoria geral discutida
na Secao 5.7, temos que considerar tanto a translagao quanto a rotagao do corpo.
Primeiramente, a translagao é descrita pela formula geral

F = mvan,
se F 6 uma forca impulsiva, temos
/ Fdt = P = mAV.,

De modo que o resultado do impulso é causar uma variacao na velocidade do centro de massa
igual a

AV = E (5.79)
Em segundo lugar, a rotacao do corpo é governada pela equacao
N =L = Lo
Integrando em relacao ao tempo obtemos a relacao
/ Ndt = I,,AG (5.80)

Chamamos a integral acima de impulso rotacional. Usemos o simbolo L para designé-lo.
O efeito de um impulso rotacional é pois o de causar uma variacao na velocidade angular do
corpo de uma quantidade

=

AG = (5.81)

Icm

Se o impulso primario P é aplicado ao corpo de um modo que sua linha de agao esta a
distancia b do centro de massa, o momento da forga (N = b x F), e consequentemente

e

L=0bx (5.82)
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Podemos entao expressar a variagao na velocidade angular produzida por um impulso

como .

b x P

[cm

Em resumo: o efeito de um impulso sobre um corpo rigido, livre para deslocar-se em movi-

mento laminar é (1) produzir uma mudanga stbita na velocidade do centro de massa — efeito

translacional e (2) produzir uma mudanca stibita na velocidade angular do corpo — efeito
rotacional.

AG =

(5.83)

Movimento Forcado

No caso em que o corpo submetido a uma for¢a impulsiva nao estd livre, mas é obrigado
a girar em torno de um eixo fixo, devemos considerar apenas a condicao de rotacao N = [w
de modo que

/th:z:mw

Na equacao acima I é o momento de inércia em torno do eixo fixo de rotacao e N é o
momento em relacao a esse eixo. Neste caso, o impulso rotacional ﬁ, que é produzido pelo
impulso priméario simples P cuja linha de acao esta a distancia b do eixo de rotacao, é dado
por

L= Pb
de modo que X
P

Aw = ]b (5.84)

¢é a variacao da velocidade angular em torno do eixo fixo de rotacao.

Efeito de Varios Impulsos Simultaneos

Se um certo numero de impulsos diferentes é aplicado simultaneamente em um corpo
rigido, as variagoes resultantes da velocidade do centro de massa e da velocidade angular do
corpo sao obtidas pelas adi¢oes dos impulsos e momentos, respectivamente. Desta forma, o
efeito translacional de varios impulsos simultaneos é obtido pela soma vetorial dos impulsos
individuais de modo que a Equacao (5.79) fica

~

B+ Pot..,
Avcm:$ (5.85)
m

De modo andlogo, para o efeito rotacional, a Equacao (5.83) se modifica para

_ Pibi+Poby ...

A
“ Tom

(5.86)

No caso de um corpo que é obrigado a girar em torno de um eixo fixo, existe um impulso
secundario devido a reagao do eixo sobre o corpo quando um impulso externo é aplicado. O
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movimento é entao determinado pela soma de todos os impulsos de acordo com as equagoes
acima.

Exemplos
1. Impulso Aplicado em uma Barra Livre

Como ilustracao da teoria descrita acima, consideremos uma barra que esta livre para

deslizar sobre uma superficie lisa horizontal. Seja P o impulso aplicado a barra a distancia
b do seu centro de massa em uma direcao perpendicular ao comprimento da barra, como
mostra a Figura 5.12.

| 2a |

Figura 5.12: Impulso aplicado a uma barra livre.

Se a barra estiver inicialmente em repouso, as equacoes para a translacao e para a rotagao
sao respectivamente

p
Vem = — 5.87
Vo = — (5.87)
Pb
= 5.88
w T (5.88)
Em particular, se a barra é uniforme de comprimento 2a, entao I.,, = ma?/3
~ 3b
=P——: 5.89
w ma? ( )

e portanto, a velocidade adquirida pelo centro de massa é a mesma qualquer que seja o ponto
de aplicacao do impulso enquanto que a velocidade angular adquirida pela barra depende do
ponto de aplicacao do impulso. Vimos também que a energia cinética final da barra é

T = -mv2 + ~I,w’=

1, 1 152+3ﬁ2 b\’
2 2 2m  2m

a

e é claro que ela depende do ponto de aplicacao do impulso.

2. Impulso Aplicado a uma Barra Obrigada a Girar em Torno de um Eixo Fixo
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Vamos considerar o caso em que a mesma barra do exemplo 1 esteja obrigada a girar em
torno de um eixo fixo. Suponhamos que o eixo O esteja localizado em um dos seus extremos
como mostra a Figura 5.13. Neste caso, temos a seguinte equacao rotacional

L=Pla+b) = ILw (5.90)
Como I, = (4/3)ma? obtemos
~3(a+b)

para a velocidade angular adquirida pela barra. Agora, uma vez que a barra gira em torno
de O, o centro de massa esta em movimento. Sua velocidade é
)

Vem, = QW
ou ( b)
- 3(a +
o = P———~ 5.92
Y dma ( )

Notamos que é diferente de p/m A primeira vista este resultado parece contradizer a
equagao geral para translagao, Equacao (5.79). Na verdade nao hé contradi¢do porque
existe um outro impulso que age sobre a barra simultaneamente, como ja foi mencionado.
EsteAé o impulso de reacao exercido sobre a barra pelo eixo no ponto O. Vamos denoté-lo

por 130. A velocidade adquirida pelo centro de massa é
ByP,
7, =t (5.93)
m

: v

a+b

Figura 5.13: Impulso aplicado a uma barra que ¢ obrigada a girar em torno de uma de suas

extremidades. O impulso de reacao no eixo é P,,.
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Podemos entao calcular ﬁo usando o valor de v, dado pela Equagao (5.92). Desta forma
temos

P3(a+b) P+P,
dma m

que nos leva a
3b—a
4a

Para o impulso recebido pela barra devido a reacao do eixo. Pela lei da acao e reagao, o

ol

P, = (5.94)

impulso recebido pelo eixo é —P,.

Deve-se notar que o impulso de reacao pode ser nulo caso se aplique o impulso primario
em um ponto escolhido adequadamente. Este ponto é denominado centro de percussao.
No presente caso, este ponto é tal que b = a/3.

5.10 Colisoes de Corpos Rigidos

Nos problemas que envolvem colisoes de corpos rigidos, as forcas que os corpos exercem
uns sobre os outros durante o contato sao sempre iguais e opostas. Consequentemente,
os principios de conservacao de momentum linear e momentum angular sao validos. Os
conceitos de impulsos lineares e rotacionais sao de grande valia nestes problemas.

Exemplo
Colisao entre uma Bola e uma Barra

Considere, por exemplo, o impacto de uma bola de massa m’ com uma barra uniforme
de comprimento 2a e massa m. Vamos supor que a barra esteja inicialmente em repouso em
uma superficie lisa horizontal, como nos casos anteriores, e que o ponto de impacto seja a
distancia b do centro de massa como mostra a Figura 5.14.

2a

Q-

Figura 5.14: Colisao de uma particula e uma barra.

As Equagdes (5.87) e (5.88) dao o movimento da barra apés o impacto em termos do

impulso P aplicado pela bola sobre a barra. Sabemos também que o impulso recebido pela
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bola neste impacto é —P. Podemos entao escrever as equagoes para a translagao

ol
Il

MV ey (5.95)

|
golk
Il

onde V., é a velocidade do centro de massa da barra apds o impacto, vy é a velocidade
da bola antes do impacto e v; é a velocidade final da bola. O conjunto das duas equacoes

relativas a translacao implicam na conservagao do momentum linear pois, eliminando P das
duas temos

m'Vy = m'Vy + MVenm (5.97)

Com o objetivo de determinarmos a rotacao da barra apds o impacto, podemos usar o
principio de conservacao do momentum angular. O momentum angular inicial da bola em
relacdo ao centro de massa da barra é bm'vg e o final é bm'v,. Para a barra o inicial é zero
e o final é I,,,w. Deste modo

bm/vg = bm'vy + Iw (5.98)

As equagoes acima (translacional e rotacional) nao sao suficientes para calcularmos as trés
velocidades (v1, Ve € w) do movimento final.

Para calcularmos este movimento completamente, necessitamos ainda de outra equacao.
Esta pode ser a equagao do balanco de energia

Lo 1 9 1 1 2
im/vo = §m/U1 + MV + §Icmw +Q (5.99)
em que () é a perda de energia devida a colisao. Alternativamente, podemos usar a equacao
do coeficiente de restituicao

velocidade de afastamento

~ velocidade de aproximacao

No problema em questao temos
velocidade de aproximacao = vy

Para calcularmos a velocidade de afastamento, precisamos conhecer a velocidade da barra
no ponto de impacto. Esta é dada pela soma das velocidades, translacional do centro de
massa e a rotacional daquele ponto relativa ao centro de massa.

Deste modo, a velocidade do ponto de impacto imediatamente apds a colisao é v, + bw.
Podemos entao escrever

velocidade de afastamento = v, + bw — vg

Portanto

€Vy = Ve, + b — 1y
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Temos agora equacgoes em numero suficiente para resolver o problema. Fazendo I, =
ma?/3 obtemos

m  3b? -
o = wle ) (55 1)
m
V1 = Uo_ﬁvcm (5100)

3b
W = Uem ?

O leitor deve verificar estes resultados.

Exercicios de Treinamento

5.1 Ache o centro de massa de:

a) Um fio fino e uniforme dobrado na forma de um U em que cada segao de reta tem
0 mesmo comprimento a.

b) A 4rea limitada pela pardbola y = ax? e a reta y = b.
¢) O volume limitado pelo paraboléide de revolucao z = a(x* + 3?) e o plano z = b.

d) Um cone reto circular uniforme de altura h.

5.2 Uma esfera sélida uniforme de raio a contém uma cavidade esférica de raio b centrada
a uma distancia c do centro da esfera, em que a > (b+c¢). Ache o seu centro de massa.

5.3 Ache os momentos de inércia de cada uma das figuras do exercicio 5.1, em relacao a
seus eixos de simetria.

5.4 Ache o momento de inércia da esfera do exercicio 5.2 em relacao ao eixo que passa
pelos centros da esfera e da cavidade.

5.5 Mostre que o momento de inércia de um octante sélido uniforme de uma esfera de raio
a é 2ma®/5, em relagao a um eixo que passa por uma de suas arestas (Nota: esta é a
mesma expressao para o momento de inércia relativo ao centro de uma esfera sélida
de mesmo raio).

Problemas

5.6 Um arame de forma semi-circular pende apoiado em um prego. A linha que une seus
extremos faz um angulo # com a horizontal e o arame esta a ponto de escorregar. Qual
é o coeficiente de atrito entre o arame e o prego?

5.7 Um hemisfério sélido uniforme apoia-se em uma parede vertical e esta prestes a es-
corregar. O lado redondo do hemisfério estd em contato com a parede e o chao. Se o
coeficiente de atrito u é o mesmo para a parede e o chao, encontre o angulo entre a
face plana do hemisfério e o chao.
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5.8 Uma casca hemisférica uniforme apoia-se sobre um plano inclinado de angulo 6 e esta
prestes a perder o equilibrio. O lado redondo da casca estd em contato com o plano e
o coeficiente de atrito é p. Encontre a inclinacao da casca.

5.9 Sabe-se que um conjunto de forgas 151, 132, ... age em certo corpo rigido de modo que
ele estd (a) em equilibrio translacional e (b) em equilibrio rotacional em relacdo a certo
ponto O. Prove que esse conjunto de forcas esta também em equilibrio rotacional em
relacao a qualquer outro ponto O'.

5.10 Mostre que os momentos de inércia de um sélido paralelepipédico regular uniforme, de
um cilindro eliptico, e de um elipsdide sao respectivamente, (m/3)(a?+0b%); (m/4)(a*+
b*) e (m/5)(a* + b?) onde m é a massa e 2a e 2b sdo os diametros principais do sélido,
perpendiculares ao eixo de rotacao sendo que este tultimo passa pelo centro em cada
caso.

5.11 Um aro circular de raio a oscila como péndulo fisico em torno de um ponto na sua
circunferéncia. Ache o periodo de oscilagao se o eixo de rotacao é (a) normal ao plano
do aro; (b) paralelo ao plano do aro.

5.12 Mostre que o periodo de um péndulo fisico é igual a 27(d/g)'/? em que d é a distancia
entre o ponto de suspensao O e o centro de oscilacao O'.

5.13 Uma bola sélida uniforme esta enrolada por algumas voltas de corda leve. Se a ex-
tremidade da corda é mantida fixa e a bola cai sob a acao da gravidade, qual ¢é a
aceleragao do centro da bola?

5.14 Dois homens seguram as extremidades de uma prancha uniforme de comprimento [ e
massa m. Mostre que, se um dos homens solta a sua extremidade repentinamente, o
peso suportado pelo outro cai de repente de mg/2 para mg/4. Mostre também que a
aceleracao vertical da extremidade livre é 3¢/2.

5.15 Uma bola sélida uniforme contém uma cavidade oca esférica no seu centro, cujo raio é
a metade do da bola. Mostre que a aceleragao da bola ao rolar por um plano inclinado
aspero ¢ 98/101 da aceleracao da bola sem cavidade (Nota: isto sugere um método
para teste nao destrutivo).

5.16 Dois pesos de massas m; e mo estao amarrados aos extremos de um fio leve e inex-
tensivel. O fio passa em uma roldana de raio a e momento de inércia I. Encontre a
aceleragao dos pesos (considere m; > msy) desprezando o atrito no eixo da roldana.

5.17 Um cilindro reto circular uniforme de raio a é equilibrado em cima de um cilindro
aspero e fixo de raio b (b > a), os eixos dos dois cilindros sao paralelos. Se o equilibrio
¢é levemente perturbado, encontre o ponto em que o cilindro mével perde o contato
com o fixo.

5.18 Uma escada estd encostada em uma parede vertical lisa. Se o chao também é liso e o
angulo inicial entre a escada e ele é 6y, mostre que a escada ao cair deslizando perde
contato com a parede quando o angulo entre o chao e a escada ¢é arcsen(2/3sen ).
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5.19 Uma barra comprida e uniforme de comprimento [ estda parada na vertical, sobre um
assoalho dspero. A barra é ligeiramente perturbada e cai ao chao. (a) Encontre as
componentes vertical e horizontal da reacao do piso como funcao do angulo 6 entre a
barra e a vertical em um instante qualquer. (b) Encontre também o angulo para o
qual a barra comega a escorregar. O coeficiente de atrito entre a barra e o chao é pu.

5.20 Uma bola de bilhar de raio a esta inicialmente girando em torno de um eixo horizontal
com velocidade angular wy e com velocidade inicial de translagao nula. Se o coeficiente
de atrito entre a bola e a mesa é i, ache a distancia percorrida pela bola até desaparecer
o seu deslizamento.

5.21 Uma bola é jogada com velocidade vy para subir um plano inclinado aspero com
inclinacao 6 e coeficiente de atrito pu. Encontre a posicao da bola como fung¢ao do
tempo e determine a posigao da bola quando passar a ocorrer rolamento puro (sem
deslizamento). Considere que p é maior que (2/7) tan .

5.22 (a) Um aro circular uniforme repousa sobre uma superficie horizontal livre. Se ele
é golpeado tangencialmente em um ponto da periferia, em torno de qual ponto ele
comega a girar? (b) Ache a altura em que uma bola de bilhar deve ser golpeada para
que role sem deslizar.

5.23 Mostre que o centro de oscilacao de um péndulo fisico é tambem o centro de percussao
para um impulso aplicado no eixo de rotacao.

5.24 Um péndulo balistico é feito de uma prancha comprida de comprimento [ e massa m.
Ele se encontra livre para oscilar em torno de um extremo O, e esta inicialmente em
repouso na vertical. Uma bala de massa m’ é disparada horizontalmente atingindo o
péndulo a distancia [ do ponto O vindo a se alojar no péndulo. Se a amplitude da
oscilacao é 6y, encontre a velocidade da bala.

5.25 Duas barras uniformes AB e BC de massas iguais (m) e mesmos comprimentos (1)
estao levemente ligadas no ponto B. O sistema estd inicialmente em repouso sobre
uma superficie lisa horizontal, os pontos A, B e C' estao alinhados. Se um impulso p é
aplicado em A, em angulo reto com as barras, encontre o movimento inicial do sistema.
(Sugestao: isole as barras).

5.26 Resolva o problema acima para o caso em que as barras estejam em angulo reto entre
si.

Respostas de Problemas fmpares Selecionados

5.1 (a) a/3 do centro inferior
(b) 3b/5 do vétice
(c) 2b/3 do vértice
(

d) 3h/4 do vértice
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5.3 (a) Tma®/36 onde m = massa total
(d) 3ma?/10 onde a é o raio da base.

5.7 senf = 8u(1+ u)/3(1 + p?)

5.11 2my/2a/g, 2m\/3a/2g

5.13 5¢/7
5.17 Quando a linha dos centros faz um angulo cos™*(4/7) com a vertical

5.19 (a) Horizontal: (3/4)mgsend(3cosf — 2)
Vertical: (1/4)mg(3 cos§ — 1)?
(b) O escorregamento comeca quando
|3sen (3 cos @ — 2)| = u(3cosf — 1)?

5.21 S = wvot — (gt?/2)(sen + pcosb)
o rolamento puro acontece quando
S = (2v%/g)(sen @ + 611 cos 0)(2sen 6 + 7pucos §) 2

5.25 Vo1 = —p/4dm, wy = —3p/2ml
Vema = Dp/4m, we = 9p/ml
v = —p/m
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