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Introducao

Este livro retine material produzido ao longo de muitos anos de ensino de Optica no Instituto de Fisica da
Universidade Estadual de Campinas. O livro esta dividido em trés partes: I-Teoria, II-Experimentos e III-
Apéndice. A primeira parte trata dos assuntos bésicos da Optica, fornecendo as informacoes e metodologia
de estudo dos assuntos mais importantes da area, com farta bibliografia para quem quiser aprofundar nos
assuntos.Esta primeira parte se inicia com um estudo sobre Optica geométrica na formulagao matricial, o que
permite abordar a maioria dos problemas de calculo de sistemas épticos, de uma forma simples, rdpida e muito
didética. Os capitulos 2 e 3 tratam de assuntos cldssicos como propagacgao e polarizagao da luz. O capitulo
4 aborda questoes mais complexas referentes a interferéncia da luz, utilizando elementos da teoria de funcoes
aleatérias e transformacoes de Fourier, para oferecer uma formulagao mais rigorosa das questoes da coeréncia e
do espectro de poténcia da luz. O tratamento da difracao, no capitulo 5, é baseado principalmente na Optica de
Fourier com um destaque especifico para o processamento de imagens. O capitulo 6 referente & Holografia faz
énfase na teoria da informacgao além de apresentar alguns materiais fotossensiveis interessantes para o registro
de imagens e hologramas em geral. O Capitulo final da parte tedrica 7, sobre propagagao em meios anisotropicos
e Optica nao linear, oferece apenas uma introducao sobre assuntos de grande importancia mas que estao fora
do contexto deste livro.

A parte II constitui a novidade principal deste livro, pois traz a descri¢do de um niimero de experimentos,
ilustrativos da parte tedrica, adequadamente descritos com exemplos, para viabilizar sua posta em operacao
pratica.

Outra novidade é a parte III onde se incluem alguns apéndices como apoio ao texto principal, incluindo
assuntos puramente tedricos, como o Teorema de Bernstein, o Teorema de Whittaker-Shannon, conceitos sobre
fungoes aleatédrias, e outros, assim como outros de cardter pratico como o que trata do alinhamento de lentes,
0 que trata sobre fotodetectores, etc.
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Capitulo 1

()ptica Geométrica

Este capitulo trata da Optica geométrica e utiliza uma abordagem matricial para descrever a trajetéria da luz
nas lentes e sistemas de lentes e a formagao de imagens, a partir do tracado de raios (“ray tracing”) [1]. No
inicio esta abordagem matricial pode parecer um pouco mais complicada que a tradicional, mas logo se vera
que ela simplifica muito os célculos, sobretudo de sistemas mais complexos. Fica a ressalva que nos limitaremos
a Optica paraxial e que nao levaremos em conta nenhum tipo de aberragao.

1.1 Matrizes opticas

O percurso que um raio de luz faz desde que é emitido por um objeto até que forma uma imagem na saida de
um sistema de lentes, pode ser descrito por matrizes. Operacionalmente é muito facil e elegante. No que segue
nao levaremos em conta as aberragoes dpticas que as lentes normalmente produzem.

1.1.1 Refracao e translacao

Na Fig.1.1 pode-se ver a trajetoria de um raio através de uma lente. Convencionaremos em colocar um sub-indice
“1” para as quantidades referentes a primeira interface ar-vidro da lente, e “2” para a segunda. A quantidade
levara uma “prima” se for a direita da superficie. Assim x; na figura é a altura onde o raio de luz atinge a
interface, do lado do ar, e } é do lado do vidro, sendo que obviamente neste caso z1 = &}, mas n; # nj.

Vamos calcular a refragao do raio na primeira interface, usando a lei de Snell assim

nysinf; = nfsind] (1.1)
0 =ar1+¢ 1=a1+¢ (1.2)

Utilizando dngulos muito pequenos (aproximagao paraxial) podemos reescrever a Eq.(1.1) assim

ni(on + ) =ny (o) + ) (1.3)
ou seja  ni(ar + “’”_7}) = () + %) (1.4)
finalmente nja) = njay — kry p=1 ;nl (1.5)

o que pode ser escrito como uma matriz

1
nja} 1 -k nio
= 1.
[ x) ] [ 0 1 2 (1.6)
que representa apenas o efeito de refracao de primeira interface. Ja a translagao da primeira até a segunda
interface dentro da lente pode ser escrita, matricialmente, assim

SENIE

’
n
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Figura 1.1: Um raio sai do ponto O fazendo um dngulo a1 com o eizo dptico da lente, incide no ponto P da primeira
superficie da lente com um dngulo de incidéncia 01 e refrata com um dngulo 07, se propagando dentro da lente até a
outra superficie onde refrata no ponto M para fora da lente, se propagando fora da lente até cortar o eizo dptico. O
centro de curvatura de primeira superficie da lente estd em C e o seu raio de curvatura € r. A sequnda interface da lente,
na figura, tem um raio de curvatura com sinal oposto ao da primeira interface. Se este ultimo foi considerado positivo,
o seqgundo serd mecessariamente negativo.Supomos uma aprorimagao pararial onde r1 e T2 $Go muito menores que T e
conseqlientemente a distancia t € aprozimadamente igual a espessura mdxima da lente. O desenho estd propositalmente
desproporcionado para facilitar a visualizagdo dos elementos.

1.1.2 Descricao de uma lente

A descrigao completa de uma lente, supondo o raio vindo da esquerda para a direita, se faz entdo com uma
seqiiéncia de matrizes que represente sucessivamente a refracao na primeira interface R;, a translagao dentro
da lente T' e a refracao na segunda interface Ry assim

S =RTR, S| =1 (1.8)
onde as matrizes acima sao
(1 -k _np—m
Ry = K 1 ] k1 = T (1.9)
1 0
T = o } (1.10)
L 7Ty
1 —ke _nh —ng
Ry = K 1 ] ko = T (1.11)

—d ¢
onde
a = ky+ky— kikat/n (1.13)
b = 1—kot/n (1.14)
¢ = 1—kit/n (1.15)
—t/n (1.16)
go— MM (1.17)

sendo que n = nj =ns
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Note que os determinantes das matrizes de refracdo e de translagao valem sempre um (1) e por isso todas as
outras matrizes resultantes do produto d’aquelas deverao ter determinantes unitarios também.

1.1.3 Tracado de raios

Figura 1.2:

Seja o ponto P a distancia 1 na frente do vértice V; da lente na Fig.1.2. Desse ponto, colocado uma distancia
x acima do eixo 6ptico, sai um raio fazendo um angulo «; com o dito eixo, num meio com indice de refragao n;.
Apés atravessar a lente ela chegard ao ponto P’ a uma distancia 1’ a direita do vértice Vo e a uma distancia
x’ por debaixo do eixo, com um angulo «f, num meio com indice de refragdo nj, como indicado na figura. A
seqiiéncia de translagoes e refragoes pode ser descrita pela seqiiéncia de matrizes correspondentes assim

L S TN ] e

1.1.4 Formacao de imagem

O produto das trés matrizes 2X2 na Eq.(1.18) pode ser calculado resultando uma outra matriz

1 0 b —a 1 0 b—al/n, —a
E | | A B P I

n2 n2n1 ni n2

Se o ponto P’ é a imagem de P, nesse caso a matriz na Eq.(1.19) pode-se simplificar assim
b—al/ny —a 1 —a
[b_z’_d_alz’+c_z C_a_l"|:|: {)ﬁ 5} (1.20)
nl, nhng ni nl,

onde [ é a amplificagao, e o elemento “0” na matriz indica que o tamanho da imagem nao pode depender do
qual seja o angulo do raio que sai do objeto para formar a imagem. O termo 1/ na matriz deriva do fato que
o determinante dessa matriz deve ter valor 1.

1.1.5 Planos cardinais

Utilizando as matrizes podemos calcular as posigoes dos planos cardinais. Assumiremos também, de agora em
diante, que fora das lentes temos apenas ar, de forma que n; = n} = 1.

1.1.5.1 Plano focal

Podemos calcular as posi¢oes dos planos focais de entrada (F) e de saida (F’), medidos desde os vértices de
entrada (V1) e de saida (V2) da lente respectivamente. Para o primeiro caso basta substituir, no elemento 22
da matriz na Eq.(1.20)

' = oo (1.21)
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I )

.
\

i
=

Figura 1.3: Plano focal imagem

.=

s

Wi i
v v
|
I LN
| LHo 1 LN,
|
|
Figura 1.4: Planos principais Figura 1.5: Pontos nodais

o que resulta em 1/3 = 0 e que, visto o elemento 11 da primeira matriz na Eq.(1.20) nos permite calcular
l=LF, =b/a (1.22)

Inversamente, fazendo agora a substitui¢ao I = 0o no elemento 11 e atentando para o 22 da matriz em Eq.(1.20),
resulta (vide Fig.1.3)

I'=LF,=c/a (1.23)

1.1.5.2 Planos principais

Os planos principais de entrada (H) e de saida (H’), representados na Fig.1.4, sdo definidos na relagao objeto-
imagem, como os planos onde a imagem ¢ direita e de igual tamanho que o objeto. Substituindo entao [ e I’
por LH; e LH> respectivamente, considerando que nesse caso 3 = 1, atentando para os elementos 11 e 22 na
primeira matriz na Eq.(1.20), resulta

LH, = bt (1.24)

L, = <1 (1.25)
a
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LHI \/

Figura 1.7: Lente grossa com sus planos car-
dinais

o

Figura 1.6: A figura mostra os planos e pontos cardinais da
lente grosa da Fig.1.7 sem a propria lente

1.1.5.3 Distancia focal

As correspondentes distancias focais (f1) e (f2), que sdo medidas a partir dos planos principais, sdo entao

fi = LFi—LH =1/a (1.26)
fa LF, — LHy, =1/a (1.27)

1.1.5.4 Pontos nodais

Sao dois pontos, representados na Fig.1.5 sobre o eixo éptico, um no espago de entrada (N) e outro no de saida
(N’) onde os raios conservam a inclinagao, isto é, onde

) = ah Ty =125 =0 (1.28)
Escrevendo na forma matricial
(]2 )]
x/2 N 0 6 1 N
e substituindo
ap = 0/2 z1 =0 (130)
na Eq.(1.29), obtemos
nhay = nlalﬁ —ary (1.31)

Pela defini¢ao de ponto nodal na Eq.1.30, substituindo na Eq.(1.31), sempre com ny = n; = 1, resulta em
p=1 (1.32)

o que significa que N e N’ estao nos planos H e H' respectivamente e ambos, pela condigao z; = x5 = 0, sobre
o eixo éptico.

1.1.6 Tracado geométrico

A definigdo dos planos e pontos cardinais nos permite utilizé-los para tragar raios e calcular a formacao de
imagens de forma puramente geométrica como no caso representado na Fig.1.6 Sabendo a posicao dos planos e
pontos cardinais podemos calcular a posicao da imagem A’ — O’ e do objeto A — O, utilizando alguns raios de
trajetéria conhecida, lembrando que se trata de uma representacao abstracta e que as trajetérias mostradas na
Fig.1.6 nem sempre sao reais. Da figura podemos calcular

lo/hozli/hi AEhi/hO:li/lo (133)
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£2=50
LF2=50
__________ e
: LF1-43.28
"m0 .
LH1=6.715
Figura 1.8:

onde A é a amplificagdo da imagem com as defini¢oes:

Lb=A-N L=A-N h,=4A-0 h=A-0 (1.34)

Temos também que

ho hi ho hi

_ o _ 1.35
ey A 1:3)
onde f ¢é a distancia focal e de onde chegamos a férmula bem conhecida:
1 1 1
— 4 == 1.36
LT (130

1.1.7 Exemplo

Seja o caso de uma lente plano convexa grossa como indicada na Fig.1.8 com as caracteristicas: 12mm de
espessura no centro, 39.24mm de radio de curvatura e indice de refracao de 1.785. Calcule as posigoes dos
planos focais e principais assim como a distancia focal.

kB = 0
ky = (1—1.785)/(—39.24) = 0.020mm "
a = 0+0.02=0.02mm™*
b = 1-0.02x12/1.785 = 0.8655
c = 1
d = —12/1.785 = —6.722Tmm
LH, = (b—1)/a=(0.8655—1)/0.02 = —6.725mm
LHy, = (¢c—1)/a=0
LF, = b/a=0.8655/0.02 = 43.275mm
LF, = ¢/a=1/0.02=50mm
f = 1/a=1/0.02 =50mm

1.1.8 Sistema de lentes finas

Um sistema formado por duas (ou mais) lentes finas pode ser representado por uma matriz. Para isso identifi-
camos as matrizes de cada uma das (duas) lentes e dos espagamento T entre elas

B bi —a
5o [h ] o
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1 0
= b1
o ba —az
s - %]
onde
1 1

bz Cizl
di = 0

com os parametros

(1.38)

(1.39)

1.41
1.42

—~ o~ —~
~—  ~— ~— ~—

1.43

(1.44)

(1.45)

(1.46)

(1.47)

(1.48)

D
b = 1——
f2
c = 1- 2
fi
Substituindo a expressao de a acima na Eq.(1.27) podemos calcular a distancia focal do sistema de lentes
o Jif2
fitfe—D

Também podemos calcular as posicoes dos planos principais do sistema, substituindo as expressoes acima para

a, b e c nas Egs.(1.24) e (1.25) assim

Iy = —Dfi
fitfe—D

l}{: _Df2
fitfe—D

(1.49)

(1.50)



10 CAPITULO 1. OPTICA GEOMETRICA

Figura 1.9: Sistema dptico com mailtiples lentes.

P Flano

3 i imagem

Plano F_'i'

MU

sistema

Figura 1.10: Sistema dptico com maltiples lentes e diafragmas.

1.2 Diafragmas em sistemas 6pticos

Num instrumento formado por varias lentes, como esquematizado na Fig.1.9, os tamanhos destas devem ser
calculados de forma de casar umas com as outras. Uma lente pequena demais pode ser a responsavel por
uma limitacao indesejada da quantidade de luz no sistema assim como uma lente grande demais pode ser
desnecesséaria por nao contribuir com a luminosidade do sistema que estara limitado pelas outras lentes. Lentes
pequenas demais ou grandes demais sao prejudiciais porque prejudicam o desempenho do sistema ou aumentam
desnecessariamente o tamanho e o custo do instrumento sem nenhuma vantagem técnica. Por isso o tamanho
de cada lente dentro do sistema deve ser calculado e adequado ao conjunto.

No caso ilustrado na Fig.1.10, por exemplo, existem dois diafragmas reais P; e P2 no chamado ”espago-
objeto”e um diafragma imaginario P3 no chamado ”espago-imagem”. O diafragma que de fato esta limitando a
formagao da imagem pelo sistema é P5 e por isso ele é considerado a "pupila de entrada”. A pupila imaginéria
P3 na saida é apenas a imagem, no ”espaco-imagem”, da pupila P e, seja ela imagindaria ou real, ela é a ” pupila
de saida. Do ponto de vista da formacao da imagem, P é superfluo e P, poderia ser eliminado se P3 fosse um
diafragma real. No caso do sistema simples formado por duas lentes iguais de didmetro d e ilustrado na Fig.1.11,
que forma a imagem A’ do ponto A, a pupila de entrada PE é calculada fazendo-se a imagem da tltima lente,
pela primeira lente, no espago-objeto. Isso leva a definir a posi¢ao (4f/3 na frente da primeira lente) da PE, seu
didmetro (d/3) e a abertura angular («) do sistema. Esta tltima é uma medida da luminosidade do sistema,
isto é, da quantidade de luz que entra e que sera utilizada para formar a imagem.

1.2.1 Campo de visao

Na Fig.1.12 mostra-se como calcular o campo de visao que é simplesmante o tamanho do objeto que pode ser
visto pelo sistema. Para isso tracamos uma linha unindo o ponto mais afastado do eixo, no plano-objeto, que
ainda possa chegar até a tltima lente. No caso essa linha é a tracejada que une a borda da pupila de entrada,
o centro da primeira lente e a borda da dltima. O didmetro do campo neste caso é d/2. Uma ”lente-de-
campo”’pode aumentar bastante o campo deste sistema, como ilustrado na Fig.1.13. A lente de campo LC,
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Figura 1.11: Cdlculo da pupila de entrada
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Figura 1.12: Campo de visao do instrumento
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Figura 1.13: Campo de visao do instrumento com “lente de campo”
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que neste caso € idéntica as outras, estd colocada no meio delas, faz a imagem da tltima lente cair exatamente
sobre a primeira e dessa forma a pupila de entrada fica exatamente do mesmo tamanho e no mesmo lugar que
a primeira lente. Como se vé pela Fig.1.13, a abertura angular nao muda, mas o campo fica agora maior e
valendo d. Pode-se constatar também que nada muda na formagao da imagem A’ do objeto A.
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1.3 Problemas
1.3.1 Planos Cardinais

Figura 1.14:

Um sistema éptico estd formado por duas lentes convergentes, a primeira com f;=1cm e a segunda fo=9cm, separadas
por uma distancia de 20cm, como ilustrado na Fig.1.14.

e (Calcule a posicao dos planos principais e focais do sistema. Faga um desenho indicando as posi¢oes desses planos.
Resp.: LH1 = 20mm; LH2 = 180mm; f = —9mm

e Usando os planos acima calculados, calcule (grafica ou analiticamente) a posigdo da imagem de um objeto colocado
a 2.9cm na frente da primeira lente. Em ambos os casos, faga um esquema indicando claramente as posigoes e
distancias
RESP.:l" = 175.50mm

1.3.2 Lente grossa

: 2cm .

:*‘Qcm—' a.cm I

. |

| / N

§ n=1.5 /

| i

: e |

. |

i H v
W E

Uma lente grossa de 3cm de espessura, tem os planos principais e focais posicionados como indicado na figura.

e (Calcule a matriz que representa a referida lente
RESP.: (em mm):
1 -1/20
20 0

e Calcule (grafica ou analiticamente) a posi¢ao e o tamanho de um objeto colocado 4cm na frente do primeiro plano
V1 da lente, descansando sobre a linha do eixo 6ptico e com lcm de altura.
RESP.: [ = 40mm=2f = ' = 20mm; (= -1

e Calcule a matriz do sistema objeto-imagem para o item acima

RESP.: (em mm)
1 —1/20
0 -1
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F2

_I_I
—

L :
L[ : :
l : o l
Y Ho

Figura 1.15: Sistema de duas lentes grossas.

1.3.3 Sistema de lentes

No esquema da figura 1.15 vemos um sistema de duas lentes onde estao indicados os planos principais e focais. Um objeto
esta colocado a uma distancia igual a distancia focal a esquerda do plano focal de entrada do sistema, como indicado na
figura. Calcule a posicao e tamanho da imagem usando:

1. procedimento puramente grafico

2. algum procedimento numérico

1.3.4 Sistema de duas lentes

Preciso utilizar uma lente biconvexa grossa (espessura 16.6 mm) com disténcia focal de 55.14 mm. Seria possivel ela ser
susbtituida por duas lentes biconvexas iguais mas de espessura metade (8.3 mm) colocadas lado a lado para se obter a
mesma distancia focal da grossa? Quais as caracteristicas delas? Suponha o mesmo vidro, com n=1.5.

RESPOSTA: Sim, é possivel. Elas deveriam ter raio de curvatura de 106 mm (o da lente grossa seria de 52.225 mm),
o que resultaria num foco de 107.402 mm para cada uma delas.
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Index of Refraction

1.54

1.52

1.50

1.48

BK7 Schott Glass

0 0.5

1.0 1.5 2.0 2.5
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Figura 1.16: Indice de refracao - vidro BK7 Schott.
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Capitulo 2

Propagacao da luz

Neste capitulo trataremos da propagacao da luz em meios isotrépicos dando énfase ao seu carater ondulatorio.
A propagagao em meios anisotrépicos serd tratada no Capt.7. Daremos especial atencao ao uso da formulagao
complexa para representar uma onda, ao uso de operadores vetoriais e a formulacao da onda eletromagnética a
partir das equagoes de Maxwell.

2.1 Ondas harmonicas

10

os

a5

-10

Figura 2.1: Onda harmonica

Uma onda harmonica plana e unidimensional se propagando ao longo do eixo x, como a esquematizada na
Fig.2.1, pode ser descrita por

a(z,t) = cos(kr — wt) (2.1)
o(P) = kax—wt
k=2m/A w=2m/T

onde ¢(P) representa a fase associada a um ponto "P”da onda que se propaga junto com ela e onde A é o
comprimento de onda e T" é o periodo temporal. Para calcular a velocidade de fase dessa onda podemos calcular
a velocidade desse ponto ”P”. Considerando que a derivada total da fase desse ponto deve ser zero pois a fase

17
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do ponto é invariante temporalmente, podemos calcular

do(P) 9¢(P)dx | 04(P)

— it = 2.4
dt Ox dt ot 0 (2:4)
dop(P) _ dz _

” = kdt +wot =0 (2.5)

Definindo a velocidade de fase como

dx
== 2.6
v=o (2.6)
concluimos que

v=w/k (2.7)

2.1.1 Representacao complexa

A onda em Eq.(2.1) pode ser escrita como a parte real de uma formulagao complexa

a(z,t) = R{A(z, )} (2.8)
Az, t) = Aethz —wt) 4= | 4] el%a (2.9)

onde A é a amplitude complexa que inclui o termo de fase ¢,.

2.1.1.1 Onda harmoénica plana em 3 dimensoes

Até o momento estdvamos nos referindo a uma onda no espaco unidimensional. A expressao da onda em trés
dimensoes pode-se formular assim

ok — wt) (2.10)
onde o vetor propagagao k estd indicando a direcao e sentido da onda e 7 é o vetor posigao. A fase é
¢ =k —wt = kpx + kyy + koz — wt (2.11)

e a velocidade ser calcula como anteriormente assim

d(biad)d_x_i_a(bdy 0¢ dz

A LT L I ot =0 2.12
qt ozdt (oydt ozt Y (2.12)
kyve + kyvy + kv —w =0 (2.13)
Fi=w=|v= 9k (2.14)
2.1.2 Operadores Vetoriais
Neste texto utilizaremos bastante os operadores gradiente, divergéncia e rotacional, simbolizados por V
0 0 0
V=i— 49— +2— “nabla’ 2.15
Iax+y(9y+zf)z nabla ( )
que quando aplicado a uma fun¢ao escalar ¢(x,y, z), resulta num vetor chamado “gradiente”
0 0 0
Vo= gradg =i " + ya—j +532 “gradionte’ (2.16)

que representa a maxima derivada direcional dessa fungao no espago (z,y, 2), e cuja variagao infinitesimal d¢
ao longo de um vetor espacial (infinitesimal) dr se calcula pelo produto escalar

d¢ = V.dr (2.17)
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Da expressao acima fica facil deducir o significado do gradiante, pois o produto escalar na direita significa que
d¢ resulta da projecao ao longo da direcao do vetor dr, pelo que aquele valor serd maximo quando esse vetor
estd alinhado com o vetor gradiante e dai os significado de maxima derivada direcional para éste.

O operador “nabla” aplicado a um vetor A, representa a “divergéncia” desse campo vetorial

- .o 04, 04, 0A,
V.A=divA = o + 9y + 9%

“divergéncia” (2.18)

€ a expressao

V.A dv (2.19)

onde v representa o volume, descreve a diferenga entre o fluxo das linhas de campo do vetor A que saem e
que entram nesse volume infinitesimal dv. Se V.Aé positiva ou negativa, significa que hé linhas de campo se
originando ou sumindo, respectivamente, ali. Se ela é zero, indica que nao ha nem “fontes” nem “sumidoros” de
linhas de campo, e que elas sdo entao continuas no volume. A integral da divergéncia num volume V encerrado
por uma superficie fechada 5, equivale ao fluxo total do campo A saindo desse volume, como representado pelo
Teorema de Gauss

/ V.Adv = ]{ Ads Gauss (2.20)
14 S

Lembremos do Teorema de Gauss para o campo eletétrico: se a divergéncia do campo elétrico é zero em V', o
fluxo que sai e que entra pela superficie fechada sdo iguais, o que significa que nao ha carga elétrica neta (nem
fonte-carga positiva-, nem sumidouro-carga negativa, para as linhas de campo) mo volume V.

O “rotacional”, representado por

T g 2
V x A=rotA= % 8% % “rotacional” (2.21)
A, A, A,
descreve a “circulagao” do vetor. Assim a expressao
V x Ads (2.22)

onde d§ representa um vetor superficie infinitesimal, indica a circulacdo (ou seja a integral de linha) do vetor
A ao redor dessa superficie infinitesimal. A integral do rotacional sobre uma superficie S limitada por um
circuito fechado ¢, equivale a integral de linha desse vetor A ao longo desse circuito fechado, o que se representa
matematicamente pelo Teorema de Stokes assim

/ V xAds = fﬁ.df Stokes (2.23)
s ¢

Se o rotacional é zero no volume V', significa que esse campo é “conservativo” nesse volume, ou seja que a
integral de linha num circuito fechado é sempre zero nesse volume, o que também significa que podemos definir
um “potencial” para esse campo, e que a integral de linha desse campo entre dois pontos, depende apenas da
posicao desses pontos e nao do caminho escolhido para calcular a integral de linha.

Uma demonstracao matematica das propriedades enunciadas nesta segao pode ser encontrada, por exemplo,
no livro de Slater e Frank [2].

2.1.2.1 Operagoes freqiiéntes

A formulacao complexa da onda pode facilitar a execucao de algumas operacoes como ser:

da(z,t)
ot

0A(z,t), .
Y }=R{—iwA(z,t)} (2.24)

Oda(zx,t)

X

:éR{

= R{ikA(z, 1)} (2.25)
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Figura 2.2: Batimento resultante da soma de duas ondas com freqiiéncias e comprimentos de ondas pouco diferentes. A
velocidade de fase estd indicada como v e a de grupo como vg

Porém nem sempre se pode operar dessa forma. Por exemplo, para se calcular a média de um produto
. T
< a(z,t)b(z,t) >= ?/a(az,t)b(az,t)dt Z R{< A(z,t)b(z,t) >} (2.26)
0

A desigualdade acima resulta do fato que o operador “média temporal” é linear mas o produto nao o é. Para
realizar a média temporal de um produto temos entao que voltar as definigoes

[AlIB]

<ab> = <R{a}R{d} >=< — [cos(2kx — 2wt + ¢q + ¢dp) + cos(pq — Pb)] >
< % cos(da — 6b) > (2.27)
onde
a(z,t) = R{ALFT =W g gl (2.28)
ba,t) = R{BekT—wi)y g _|p|it (2.29)
Em resumo podemos entio escrever
< alz, )b(x, t) >= %&E{AB*} (2.30)

2.1.3 Velocidade de grupo
2.1.3.1 Batimento

Sejam duas ondas harmonicas de igual amplitude mas com freqiiéncia e comprimento de onda levemente dife-
rentes assim

Az, t) = aell(k+0k/2)z — @ +0w/2)1] | il(k - 0k/2)x — (@ — dw/2)t]
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a[ez(:zr 0k/2 =1t 6w/2) | —u(w 0k/2 — téw/2) ] ei(E xr—wt)
= [2acos(z 0k —t dw)] ei(E r-wt) (2.31)

O primeiro fator a direita na Eq.(2.31) representa a amplitude enquanto o segundo representa a fase da onda
resultante. Ambos termos representam formalmente ondas propagantes, o que significa que tanto a fase quanto
a amplitude desse batimento se propagam. Suas respectivas velocidades calculam-se na forma usual

v=w/k (2.32)
vg = dw/ok (2.33)

Podemos deduzir entao que a velocidade da amplitude, que é chamada de ”velocidade de grupo” calcula-se assim:

e [5]. o

2.1.3.2 Pulso

Vamos generalizar o resultado acima, para o caso de um pulso formado por uma distribuicao continua de ondas
descrita pela integral

w+Aw,
/ Aw) okr —wt) 4.,

w—Aw,

N
—
E
=

I

+Aw,
_ ik =) / A@ + Aw) JAw[(dk/dw)z T —t] g AL
—Aw,

Ak dk
para Aw,/w < 1e A (2.35)

O fator entre parénteses retos representa a amplitude desse conjunto de ondas (pulso) e, como no caso anterior,
representa uma onda que se propaga com a chamada velocidade de grupo que estd formalmente indicada na
exponencial dentro do termo de amplitude e vale

vy = (dw/dk)z (2.36)

2.2 Ondas eletromagnéticas

A partir das equagoes de Maxwell, podemos desenvolver relacoes que leam a formulacao de expressoes de
ondas, tanto para E como para H, assim ficando matematicamente demonstrada a existéncia de ondas eletro-
magnéticas.

2.2.1 Equacgoes de Maxwell

As equagoes de Maxwell propriamente ditas sao

. 0B
. - 9D
H = j+=— 2.
V x it (2.38)
VB = 0 (2.39)
V.D = p (2.40)

L -
onde F e H sao as intensidades dos campos elétrico e magnético respectivamente, j é a densidade de corrente
elétrica, D é o deslocamento elétrico, B a indugao magnética e p é a densidade volumétrica de carga elétrica.



22 CAPITULO 2. PROPAGACAO DA LUZ

As equacgoes acima se complementam com as chamadas equagoes materiais

D = eE+P=e(1+x)E (2.41)
P = eoxE (2.42)
B = po(H+ M) (2.43)
j = oE (2.44)
e = e(l+x) (2.45)

onde gg e €saoa permissividade elétrica do vacuo e do material respectivamente, x a suceptlblhdade dielétrica do
material, P o vetor polarizagao do material, uo a permeabilidade magnética do vécuo, M o vetor magnetizacao
do material e ¢ a condutividade. Lembramos que o termo 1+ = € representa a constante dielétrica do material.
Vamos nos restringir ao caso em que

p=0 M=0 (2.46)

supondo também que o meio seja isotrdpico, isto é, o e x independentes da dire¢ao de propagacao. Lembrando
a propriedade

VxVxA=-V2A+V(V.A) (2.47)
e considerando a Eq.(2.37), resulta
. dB
V x (VXE)ZVX(—E) (2.48)
- - d - 0D
~V?*E+V(V.E) = — 2.49
+V(V.E) = —pog, (7 + ) (2.49)
(2.50)
lembrando que V.(eo(1 4+ x)E) = p = 0 entao a equacao acima se reduz a expressao de uma onda amortecida
) OE .
1 — —V?’E = 2.51
pogo(l +X) o 5z T H0T S \Y (2.51)
Comegando a partir da Eq.(2.38) uma equagao de onda formalmente idéntica pode ser obtida para H.
o*H OH 27
poco(l+ X) =5 BT + Hoo 5 = V‘H (2.52)
Lembremos que a equacao geral da onda plana no espago, amortecida, pode ser escrita como
1o* 9y
Vi — ———— —7—— =0 2.53
V- sEm Ve (2.53)

onde 1 representa o parametro oscilante, v a velocidade de fase da onda e v a constante de amortecimento.
Comparando a Eq.(2.53) com as Eqs.(2.51) e (2.52) podemos concluir que estas tltimas representam ondas
amortecidas com constante de amortecimento

—— (2.54)
e velocidade de propagacao
c 1

C

v1i+x VI0Eo

onde ¢ ¢é a velocidade no vacuo e € a constante dielétrica do material. E interessante comparar as expressoes
nas Eqs.(2.51) e (2.52) com a de uma oscila¢ao mecénica unidimensional amortecida

Pr 9
6; + 6”; k=0 (2.56)

onde z representa a coordenada do oscilador. Comparando as Eqs.(2.56) com as (2.51) e (2.52) deduzimos as
seguintes relagoes formais:

v =

e=1+y (2.55)

termo de inércia: toeo(l+x) = m
termo de amortecimento: Hoo = 7 (2.57)
termo de restituicao: -Vv? = k
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Figura 2.3: Reflezdao total e onda evanescente: os planos equi-amplitude (paralelos a interfase) e os planos equi-fase, o

i
primeiro definido por & e o seqgundo por [3, sao mutuamente perpendiculares.

2.2.2 Equacao da onda eletromagnética

Para o caso de uma onda harmoénica plana em trés dimensoes representada na formulagao complexa como em
Eq.(2.10) encontramos as seguintes relacoes:

16} .
5 = —w
%
Y (2.58)
que substituidas na Eq.(2.51) resultam em
(k% — poco(1 + x)w? — iwpeo) E = 0 (2.59)

que é a chamada formulacao de Helmholtz para a equagao da onda para o caso de uma onda harmonica plana.
Como a expressao dentro do paréntese deve se anular para qualquer E, entao podemos, a partir dela, achar a
expressao para a constante de propagacao da onda e para o indice de refracao

2 g
o= = {1 +x+z’—] (2.60)
c WEeQ
2 2 g
" 2 T X (2.61)

2.2.3 Indice de refracao complexo

Das equagoes acima fica claro que o vetor de onda e o indice de refragao sao quantidades complexas que podemos,
em geral, escrever assim:

k= [G+ia (2.62)
n+ i (2.63)

A expressao da onda do campo elétrico fica entao de seguinte forma

E = Eylkr—wi) (2.64)

—

ouseja E = Ey e AT GU(B.T — wi) (2.65)

Se os vetores @ e 5 sao paralelos, isso significa que o amortecimento da amplitude ocorre ao longo da direcao
de propagagao da onda e essa onda diz-se ser “homogénea”. Caso contrédrio, é uma onda inomogénea. A onda
inomogénea mais conhecida é a chamada onda evanescente que se forma na reflexao total, ilustrada na Fig.2.3,
onde estao representados os planos de igual amplitude (linhas horizontais) e de igual fase (linhas verticais).

2.3 Efeito Doppler

O efeito Doppler se refere & mudanca de freqiiéncia e de comprimento de onda que sofrem as ondas ao se
refletirem num objeto que se move em relagao a fonte emissora ou, alternativamente, emitidas por uma fonte
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c v

4 espelho
; g\
. cl

fonte

Figura 2.4: Efeito Doppler entre uma fonte estaciondria e um espelho se movendo hacia a fonte.

em movimento em relacao ao observador. O desenho da Fig.2.4 esquematiza o primeiro caso. Suponhamos
uma fonte estacionaria emitindo pulsos de luz, com velocidade ¢ e periodo T', e um espelho se movendo com
velocidade v em linha reta ao encontro da fonte. O intervalo de tempo que transcorre entre que dois picos de
luz consecutivos batam (e se reflitam no espelho serd

A

t = =T 2.66
e (2.66)

que é exatamente o periodo desses pulsos ao se refletirem no espelho mével. Resulta enao que o periodo, a
freqiiéncia e o comprimento de onda da onda refletida, vistas num referencial estacionario em relagao a fonte
ficam modificados em relagao 4 onda emitida pela fonte (sempre supondo v/c << 1) assim:

T
T = 1_|_U/C~T(1—v/c) (2.67)
vV =v(l+wv/c) (2.68)

A
A= 1+v/c~)\(1—v/c) (2.69)

Se levamos em conta o efeito da Relatividade, teremos dois efeitos Doppler[3], um longitudinal como o que
acabamos de estudar mas cuja freqiiéncia vale agora

Vo= Viw (2.70)

e um outro, transversal, que modifica a freqiiéncia assim

VvV =vy/1—v2/c? (2.71)

e que nao existe no contexto da Fisica nao Relativista. Note que Eq.(2.70) e Eq.(2.68) sao equivalentes se
v/e << 1. E obvio que os resultados sao os mesmos caso o espelho esteja fixo e a fonte se mova com velocidade
v ao seu encontro. Se o espelho (fonte) se afasta em linha reta da fonte (espelho) em lugar de se aproximar, v
muda de sinal nas equacoes acima.
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2.4 Problemas

2.4.1 Equacgao de onda
Verifique que

s 107\,
_ .0 90 .0
V= :C% + ya—y + Z@ (2.73)

é a equagao de uma onda onde v é sua velocidade de fase.

2.4.2 Operadores vetoriais

Com as definigdes da sec.2.1.2, verificar as seguintes igualdades para o caso de uma onda harmoénica plana tridimensional

(2.74)

V.A = ik.
X (2.75)

V x A =ik

BN

2.4.3 Velocidade de grupo

Calcule a expressao da velocidade de grupo sabendo que, na regiao de interesse, o indice de refragao responde a fungao
n=A+B/\ (2.76)

Verifique que vy < v somente se B > 0.
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Capitulo 3

Natureza vectorial da luz

Neste capitulo trataremos das propriedades da luz que tém a ver com sua natureza vetorial. Veremos as relagoes entre
os vetores campo elétrico, magnético e de Poynying, a partir das Equagoes de Maxwell na sua formulacao diferencial.
Veremos o que acontece com a polarizacdo da luz quando ela passa por laminas de retardo de fase, que sao materiais
anisotropicos. A abordagem geral da propagagao da luz em meios anisotrépicos porém, serd tratada mais detalhadamente
no capitulo 7.

3.1 Equacoes de Maxwell: relacoes vectoriais

No caso de uma onda harmonica plana, os operadores vetoriais V e % podem ser substituidos assim:
V =ik 0 = —i
i = = —iw
ot

E nesse caso as equagdes de Maxwell ficam assim:

eV.E = p=0 kB 0
uV.H = 0 ik.H = 0
s _ed T s o (3.1)
VxE = s tkx E = wpH
VxH = j—&—s%—lf ikx H = J—iweE

3.2 Polarizacao

As relagbes vectoriais acima permitem por em evidéncia as relagoes vectoriais entre os diferentes vectores que caracterizam
a onda.

3.2.1 Polarizacao linear

No caso da polarizacao linear, as relagdes acima

ik.E 0
ik.H = 0
tkx E = wuH
ZE xH = f— iweﬁ
levan as seguintes equagoes
kE = wupuH
kH = —(we—i0)E
do que resulta
E? (we —i0) = wuH?
3
| E |2 — | wp |2
H we — 10
E 1
meio nao condutor: | = | = \/E ——
H € €V
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E
vécuo: | T | = 5—2 = 377Q

o o o
que permitem representar E, H e k como vetores mutuamente ortogonais assim:
+
1

E

ikE = 0
ik H = 0
------ SRy - ikx E = zwuH
3] ikx H = j—iweE

3.2.1.1 Polarizador

Um polarizador deixa passar a componente da luz (representada pelo vector E) numa determinada direcao apenas.
Assim, luz nédo polarizada fica linearmente polarizada depois do polarizador. Um polarizador elementar poderia ser
imaginado formado por fios condutores paralelos, alinhados como representados na Fig.3.1. Qual das polarizactes, em
cada um dos trés casos da Fig.3.1, passa por esse polarizador e qual nao?

il

Polarizagao vertical Polarizacao horizontal

|
30

Polarizacao a 30°

-~
/

tios metalicos
fios metalicos

fios metalicos

Figura 3.1: Luz linearmente polarizada atravesando um polarizador

3.2.2 Polarizacao eliptica

Um material que tenha indices de refragao diferentes para as diferentes direcoes de vibracao da luz polarizada chama-se
de “birrefringente”. Nesses materiais existem duas dire¢gbes mutuamente ortogonais, chamadas de “préprias” que tém
indices de refracao determinados (chamados um de “ordindrio” e o outro de “extraordindrio”). Qualquer polarizacao
da luz pode-se decompor nestas duas diregoes “préprias”, sendo que cada uma dessas componentes se propaga com seu
correspondente indice de refragdo préprio, ordindrio ou extraordindrio. Uma lamina de retardo tém sempre os eixos
préprios (principais) no seu plano de entrada. Suponhamos que os eixos principais de uma lamina de retardo estejam
alinhados com os eixos z- e y de um sistéma de coordenadas. Suponhamos também que uma luz linearmente polarizada,
com amplitude A, incida normalmente sobre essa lamina, com a diregdo da polarizacdo fazendo um angulo 6 com o eixo
x como ilustrado na Fig.3.2. Nesse caso as amplitudes na entrada da lamina serao

ZTo = Acos (3.2)
yo = Asin@
e a expressao das oscilagOes na saida serd
r = xosin(wt+ ¢) = zosinwtcos ¢ + z, coswtsin ¢ (3.4)
Yy = yosinwt (3.5

com x, = Acosf e y,= Asinf
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2%
X0 rapido

[} [

Figura 3.2: Lamina de retardo alinhada com os eixos coordenados “x"e “y

onde w é a freqiiéncia da luz e ¢ é o atraso de fase entre ambas componentes (onda répida e onda lenta) na saida da
lamina. Somando os quadrados das expressoes em Eq.(3.4) e (3.5) e rearranjando os termos resulta

a? oy z y

— + = —sin ¢—2I——cos¢:0 (3.7)

Lo o o Yo

que representa uma elipse rotada, que pode ser transformada numa elipse nao-rotada por meio de uma rotagao do sistéma
de coordenadas. Para isso usamos a matriz de transformagao

cosa  si !
x —sina  cosa T
Com as correspondentes transformagoes z — z’ e y — v', a Eq.(3.7) fica assim
12 12

Y r
z§'+’:;;-— 1+

, 12T0Yo €OS 20 cos ¢ + (y2 — x2) sin 2
Yy

3.9
x2y2 sin? ¢ (3.9)
com

1 r2yZsin® ¢ (3.10)
a?  y2cos?a + x2sin® o — 2oy, sin 20 cos ¢ :

1 i sint g .
b2 yZsin® a + 22 cos? a + Ty, sin 2ar cos ¢ ’

Anulando o dltimo termo da direita na Eq.(3.9), para procurar a elipse nao rotada, encontramos o angulo de rotagao «

TolYo
2 2
Lo — yo

tan2a = 2 cos ¢ (3.12)

necessario para que o novo sistema de coordenadas mostre uma elipse centrada:
12 /2
z Y
S+ =1 (3.13)
a b
A razdo da poténcia maxima sobre a minima da luz na saida da lamina é

Py a? yg sin? o + x?) cos® o + ZoYo SiN 2cx OS @

== = 3.14
P, b2 y2 cos? a + 22 sin? o — ZoYo sin 20 cos ¢ ( )
Substituindo a Eq.(3.6) nas Egs.(3.12) e (3.14), encontramos as relagoes
Py 2 sin? 0sin? a + 2 cos? 0 cos? o + sin 20 sin 2« cos 1) (3.15)
P,  2sin®60cos? a + 2cos? 0sin? a — sin 26 sin 2ac cos ¢ '

tan 2« tan 260 cos ¢ (3.16)
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lento

Figura 3.3: Lamina de retardo

Note que para o caso particular quando 6 = 7/4 a equagao acima se simplifica pois o« = 7/4 e entao resulta

Py 1+coso
P, 1—cos¢ (3.17)

3.2.3 Matrices de Jones

Vamos calcular a matriz de Jones que descreve uma lamina birrefringente cujo eixo lento atrasa a onda de uma fase ¢ e
cujo eixo rapido estd inclinado de um angulo a no sentido anti-horério sobre o eixo x no sistema de coordenadas, como
indicado na Fig.3.3. Supondo uma onda chegando & ldmina com componentes (na formulagido complexa):

ikz

£ = =z, eikz Y =Yoe (3.18)
no momento arbitrario t = 0. As projecoes nos eixos rapido e lento serdo respectivamente
_ . ikz
E. = (zocosa+yosina)e (3.19)
E, = (—zosina+ yocosa) ethz (3.20)
Na saida da lamina essas componentes terdo sofrido um atraso de fase relativo ¢, ficando assim
E. = (zocosa+y,sina) etkz (3.21)
E; = (—zosina + y,cosa) cilkz +¢) (3.22)
e recompondo de novo as componentes nos eixos x e y teremos
. . ;. 2 . . .
E. = =z, [cos2 o+ sin® o ew] ethz + yom (1- ei® ) ke _ g ctkz (3.23)
. . 3 2 . . .
E, = 1y [sin2 o+ cos” o ew} ethz + zo sm2 a (1- et ) ethz _ Yy ethz (3.24)
onde as ondas na saida sdo
E,=x ethz E, =y ethz (3.25)

HEEEs .
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onde
a = cossa + ' sin? o (3.27)
b = %(1 e (3.28)
c = %(1 e (3.29)
d = sina + ' cos?a (3.30)

Uma outra forma, mais elegante, de resolver este problema seria utilizando apenas matrizes. Imaginemos uma onda
linearmente polarizada ao longo do eixo x, representada por

1
] .

que incide numa lamina retardadora cujo eixo lento, alinhado com ¥, retarda a onda em uma fase ¢ e que se representa
pela matriz

|:(1) 6?¢ :| (3.32)

Antes da onda incidir na lamina, fazemos aquela rotar um angulo & no sentido horario, para o que rotamos o sistema de
coordenadas no sentido anti-horario. Quando a onda sair da lamina, rotamos o sistema de coordenadas de um angulo «
no sentido hordrio de forma a restaurar a situagao inicial da onda incidente (polarizac¢ao alinhada com o eixo x). Sabendo
que a matriz

[é 6?¢ ] (3.33)

representa uma lamina retardadora cujo eixo répido estd alinhado com x e o lento (que atrasa de uma fase ¢) estd ao
longo do eixo y e que a matriz

(3.34)

CoS o sin «
—sina  cosa

representa a rotagdo do sistema de coordenadas num angulo « no sentido anti-horario, podemos escrever a seqiiéncia
indicada acima assim

cosa —sina 10 cosa  sina 1
. i . (3.35)
sina  cosa 0 e —sina  cosa 0
onde estamos representando, de direta a esquerda, os seguintes elementos:

e onda linearmente polarizada sobre o eixo x

sistema de coordenadas rotando de um &angulo « no sentido anti-horario (ou polarizagao da luz rotando a no
sentido horario)

e lamina retardadora com o eixo rapido alinhado com x
e sistema de coordenadas rotando um angulo « no sentido horério

Se calculamos o produto das trés matrizes excluindo a que representa a onda (extrema direita), teremos
cosa —sina L0 cosa  sina | | cosa+ ' sin? o (1— e )snze
sina  cosa 0 9 —sina cosa | (1- o0 )% sin? o + P cos? o
(3.36)

que representa a lamina que procuramos e que coincide com o resultado da matriz 2x2 na Eq.(3.26). Se simplificamos
o problema pensando numa lamina retardadora de A/4, com o eixo rdpido a 45° sobre o eixo z, a matriz fica da forma

1 1. 1 . . . .
s+35i 5(1—1) 1| 144 1—4 1 . 1 —i
2 T3 2 — - -

{%(1—1') 14l 21— 140 | T30 oo (3:87)
Supondo uma onda incidente linearmente polarizada ao longo do eixo x, e desconsiderando o fator constante na frente
da matriz da lamina, resulta uma onda na saida com a expressao

bR

que é uma onda circularmente polarizada, como esperado neste caso.
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polarizada polanz ador :

Figura 3.4: Onda linearmente polarizada a 45° com a vertical, incidindo pela esquerda, primeiro numa lamina
/2, depois numa lamina /4 rotada 30° com o eixo vertical e finalmente num polarizador que permite passagem
da polarizagao horizontal.

3.2.3.1 Exemplo

A Fig.3.4 mostra luz polarizada atravessando uma série de elementos polarizantes. Quél é a polarizagao da luz na saida?
Em primeiro lugar vamos calcular as matrizes dos elementos polarizantes, segundo a Eq.(3.2.3):

10
[ 0 1 ] (3.39)

e A lamina A/2 fica descrita por:

e A lamina \/4 rotada 30° fica representada por:

2 o 202 o _ i ©
|: cos™ 30° +2sin” 30 (1 —12)(sin 60°)/2 ] (3.40)

(1 —1)(sin60°)/2  sin® 30° 4 2 cos? 30°

e ¢ o polarizador que deixa passar apenas a polarizagdo no eixo x fica descrito por:

1 0
[10] o

O conjunto de elementos em seqiiéncia pode ser entdao descrito por:

[ 10 } [ cos?30° 4+ 1sin230° (1 — 2)(sin 60°)/2 } { 1 0 ] _ [ 0.75+10.25 (1 —1)0.433 (3.42)

00 (1 —2)(sin60°)/2  sin®30° + 2 cos® 30° 0 -1 0 0

considerando que cos® 30° = 0.75, sin® 30° = 0.25 e (sin60°)/2 = 0.433. Agora podemos calcular o efeito dessa bateria
de componentes polarizantes

(3.43)

0.75 +120.25 (1 —1)0.433 1] | 0.75410.25
0 0 0| 0

Como é a polarizagao dessa luz na saida? Era necessario ou nao fazer todos esses cdlculos para chegarmos a esse resultado?

3.3 Vector de Poynting

O vector de Poynting s representa o fluxo de poténcia de uma onda eletromagnética e se define como
S = ExH
E possivel verificar que de fato ele representa o fluxo de poténcia, comegando pelo cédlculo de sua divergéncia:

v.§ = V.ExH)
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/V.gdv = %gdgi poténcia
1%

— —

V(ExH)=HVXxE—-EVxH

Equagoes de Maxwell

AV - 28
VxE = —nGr N EVxH = E.j+ E.e%—f
VxH = j—e2& V.(E x H) = —(pﬁ.%—fjmﬁ.%—’f)—@i
— 2 (3eE” + SuH?) — E.j
R 1 1 .
V.(Ex H) = —%(55E2+§ H?)— E.j
Integrando a funcao acima no volume V'
= rd 8 1 2 1 2 =g
V(ExH)dv+ = [ (zeE°+ -pH)AV = — [ Ejdv
v ot J,, 2 2 v

e utilizando o teorema de Gauss obtemos

%(ExF[).dé’—t-g/(leEz—t-lqu)dV = —/E.fdv
S t 1% 2 2 1%

Analisando o resultado obtido podemos concluir que de fato o vetor de Poynting representa mesmo o fluxo de poténcia

— —

| FLUXO de POTENCIA: §= B x i

3.3.1 Vetor de Poynting e Intensidade

A intensidade é o médulo da média temporal do fluxo de poténcia e se pode calcular a partir de S assim:
= ExH
= Eocos(k.7 — wt)

= Hpcos(k.7 — wt)
= ExH= Eo X I‘fo COSQ(E.’F—UJt)

9,1 T Uy

A média temporal é

Em fungéo da lei de Faraday

VXE——M%—I;[ zEXE-zuwﬁ

podemos escrever
<§>:% o x Hy = %#oxw—lu(lgx]fg)
e utilizando o teorema vetorial
ix(bxd) = (a.db—(a.b)e

resulta

Eyx (kx Ey) = (Eo.Eo)k— (Eo.k)Eo
que substituido na expressao de S leva a

<S> = %(E} Eo)wﬁu
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Figura 3.5: Reflexao e refracao de ondas planas

Como a intensidade é o médulo do valor médio do vetor de Poynting, escrevemos entao:

I=|<S>=Lte| B Pl £ w (3.44)

Considerando que a densidade volumétrica de energia num campo elétrico uniforme e constante (Eo) escreve-se como
1
WE = §EEO

a Eq.(3.44) descreve entao a energia da onda como representada apenas pelo termo do campo elétrico. Podemos também
escreve-la apenas em fungao do campo magnético Hy utilizando a relagao adequada na sec.3.2.1. Para o caso especifico de
um meio ndo condutor onde se verifica | E/H |= \/p/e e onde a densidade de energia magnética é wg = pH?/2 = wg,
podemos escrever Eq.3.44 como

k

I=(3eB2+ 1um3) | Z |

1 1 v (3.45)

E interessante verificar que a intensidade é a propagacdo, com a velocidade da luz, da densidade volumétrica da
densidade de energia eletromagnética.

3.4 Reflexao e refracao

A reflexdo e refragdo de uma onda plana numa interfase como indicado na Fig.3.5 apresentam continuidade da fase, o
que significa que, nas coordenadas r1 e r2 na interfase teremos

Gi(rl) = ¢r(r1) = ¢e(rl)  ¢i(r2) = ¢, (r2) = ¢u(r2)
Substraindo as expressoes para o ponto 72 e rl resulta
kirl2 = kpol2 = kerl2  r12=r2 — 71
Sabendo que
ki = kona kr = kona ki = kone
concluimos que
sin 0; = sin 0, n1 sin 0; = no sin 0 (3.46)

que resume as leis de reflexao e de refragao (Snell).
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E1
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-

Figura 3.6: Reflexao de Fresnel para configuragdo TM (esquerda) e TE (direita)

3.4.1 Equacoes de Fresnel

A Fig.3.6 mostra o vetor do campo elétrico e o vetor intensidade do campo magnético das ondas incidentes, refletida e
refratada. Pela continuidade das componentes paralelas numa interfase, para os campos E e H resulta:

F;cos0; — E,cosb, = E;cosb;
Hi+ Hr = Ht

mas como num meio nao condutor se verifica E/H = 4/ u/€¢ entdo fica

FE;cosb; — B, cosb, = E; cos b

(Bi+ E-)Ve/m = En/ex/n2
Sabendo que os indices de refragdo podem se escrever como
n1 = cy/pier ng = ¢\/fiz€2 com n = nz/ny
0 que junto com as equagoes para os campos elétricos incidentes, refletidos e transmitidos acima, resulta em

n cos ; — cos 0

=B, /B = 27 S0 3.47
™ / n cos 0; + cos 0 ( )
e similarmente para a polarizacdo TE
cos 0; — ncos 0
= 3.48
e cos 0; + ncos b ( )
Usando a lei de Snell, as duas formulagbes acima podem se escrever também assim
sin(&i — 975)
3.49
e sin(6; + 0:) ( )
tan(0; — 0¢)
1= 3.50
™ tan(0; + 0¢) ( )

A reflectancia para ambas polarizagdes (|rre(0:)* e |rrm(6:)]?) aparece nas Figs.3.7 e 3.8 para os casos de reflexdo
interna (n=1.5) e externa (n=1/1.5) respectivamente. Em ambos os casos fica claro que para TM, existe um angulo
de incidéncia (chamado de Brewster) para o qual a reflexdo é nula, o que ndo é o caso para TE. Na Fig.3.8 vemos o
fendmeno de reflexdo total que ocorre para

n;sin0; > ny (3.51)

onde n; representa o indice de refragdo no meio do raio incidente e n; o do meio do lado do raio refratado.



36 CAPITULO 3. NATUREZA VECTORIAL DA LUZ

o_z 1
n_Z5F
o.s
n n
a .
- iy
A 506
£ oo_L1s & |
u u |
“Hd a1k “-:' 0.4 '
& A N
n_05 0.z s
s
- - i
l:l Ca 1 1 1 1 1 1 _-.\__I-F\_\_\'!—!_ 1 1
Jul o.z5 o.5 n_?5 1 1.&5 1.5 il o_&5 o_5 n_75 1 1.&5 1.5
&y, rad Sy, Tad
Figura 3.7: Reflectincia numa interface com indice de Figura 3.8: Reflectancia numa interface com indice
refracao relativo n=1.5, para polarizacio TE(tracejado) de refracao  relativo n=1/1.5, para polarizac¢ao
e TM(continuo) TE(tracejado) e TM(continuo)
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Figura 3.9: Angulo de Brewster: angulo de incidéncia: 0;; reflexdo: 0., refragio: 0;



3.4. REFLEXAO E REFRACAO 37

3.4.1.1 Angulo de Brewster

Da Eq.(3.50) fica claro que nao haverd reflexdo para o caso 0; +60; = 7/2, o que significa que o feixe refletido e o refratado
formam um angulo de 90°.

0y +0: =m/2 0; =0, =0g1 0, =02
sin Ope = sin(w/2 — 0p1) = sinnw/2cosOp1 — cos/2sinOp1 = cosOp1
e levando em conta a lei de Snell, concluimos que o dngulo de Brewster vale
tan0p1 = na/n1 (3.52)
e que na propagacao inversa ele vale
tanOps = n1/na (3.53)

O uso do angulo de Brewster é muito util para a medida do indice de refracdo por se tratar de uma técnica muito simples,
porém pouco precisa.

E interessante notar, na Fig.3.9, que nao é por acaso que nao hé luz refletina no angulo de Brewster, pois nessa
condigdo, o raio refletido e o transmitido fazem 90°. Se pensamos que a luz refletida e transmitida pelo material, é
resultado das oscilagbes da matéria, e neste caso ela oscila (polarizacao TM) no plano de incidencia (plano da pagina) e
lembrandp que as ondas eletromagnéticas sao transversais, entdo serfa mesmo impossivel haver luz refletida.

3.4.2 Reflexao total
Nas Eqgs.(3.47) e (3.48) podemos substituir 6; usando a Lei de Snell, para ficar na forma

TTE = . (3.54)

n?cos0; — \/n2 — sin? 6,
rT™M — 3
n2cos0; +1/n? —sin” 0;

Na reflexao interna (n < 1), quando o angulo de incidéncia é tal que sin@; > n, a quantidade dentro do radical fica
negativa e entéo as expressoes nas Eqs.(3.54) e (3.55) ficam assim

cos 0; —14/sin? 0; — n? _a—1b _ Va?+1? e_lb/a

(3.55)

rTE = c0s0i + 1\/oin 65 — 12 Tatb Jaipebla (3.56)
S n2c050¢—2\/m: c—w _a— _ me—zb/c (3.57)
n2 C059i+l\/m c+wb  a-+b mezb/c
onde a b e ¢ sao reais. Fica evidente que nesse caso
| rre |P=| rom [P=1 (3.58)

0 que significa que havera reflexdo total, como mostrado na Fig.3.8 para sin#; > sinf. = n, onde 6. é o angulo critico
de reflexao total.

3.4.2.1 Ondas evanescentes

Para o caso 0; > 0., quando ocorre reflexdo total, mesmo assim podemos escrever a amplitude da luz transmitida como

—

kt. 7 — wt)

T = Ty ! (3.59)
Mas, nesse caso, quais serao as carateristicas dessa onda? Se escrevemos
kti=kiz+kiz (3.60)

9,0 A4

onde "x”é a coordenada ao longo da interfase entre os dois meios e "z”é a coordenada perpendicular & interfase e com
valores positivos hacia o material de menor indice de refragdo. Por continuidade de fase, nesse caso temos que

kL = k'sing, = k' sin 6; (3.61)
e também

kL = \/(k)2 — (kL)% = koy/n2 —n?sin®0; ko =27m/)o (3.62)
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A

nl
n, .,
n, n,

Figura 3.11: Onda evanescente viajando no segundo
meio, formada pela envolvente dos raios mostra-
dos na Fig.3.10, con constante de propagacao § na
direcdo x e amplitude decaindo exponencialmente
com coeficiente o ao longo do eixo z, perpendicular
a interfase.

Figura 3.10: Tlustragao da penetracao dos raios no
segundo meio, na reflexao total

onde Ao representa o comprimento de onda no vdcuo. Para o caso em que sin; > sin . = n2/n; entao

2
ny

k!l =1 o =koniy/sin?6; — o (3.63)
1
Eb=p3  B=k'sinb; (3.64)
e entao podemos escrever
T = Tye @ Pz —wt) (3.65)

A reflexdo total pode ser vista como um fenémeno de “tunelamento” éptico onde a luz penetra uma pequena distancia
dentro do segundo material (n1 > n2) para sair depois, num ponto deslocado ao longo do eixo x paralelo & interfase,
como ilustrado na Fig.3.10. Considerando a envolvente de todos os raios de uma onda, isso significa que temos uma
onda viajando ao longo da coordenada ”x”na interfase entre os dois materiais, com constante de propagacao 3, com
amplitude decrescendo exponencialmente no interior do segundo meio com constante o como ilustrado nas Figs.3.10 e
3.11. Podemos imaginar que se trata de uma onda inomogénea com vetores d e ,6 tais que d&. ,6 = 0. E interessante notar
que o vetor de propagacio 3 = k'sin6; é menor que o valor do vetor k% no meio material correspondente e por isso essa
onda, se propagando na interface, chama-se de onda retardada. A penetracdo da onda evenescente no segundo meio
pode ser aproveitado para fazer anilise espectroscépica de materiais, onde precisamos apenas apoiar o prisma contra a
superficie a ser analisada. Essa técnica se chama de ATR (acrénimo do inglés “attenuated total reflexion”). Quanto mais
préximo o angulo de incidéncia esteja do angulo critico, mais profundamente a onda evanescente penetra no segundo
meio. Como exemplo podemos calcular com que precisdo temos que nos aproximar do angulo critico para termos uma
uma amplitude da onda evenescente de pelo menos 1% do seu valor na interface, & 0.01 mm dentro do segundo meio,
supondo A = 633 nm e na/n1 = 1.50. Para isso multiplicamos por 0.01 mm a expressdo acima para «:

2
az = koniy /sin? 0; — n_g =1n(100) onde z = 0.0lmm (3.66)
ny

0; — 0.
0c

de onde resulta

100 ~ 0.13% (3.67)

Ou seja que o angulo de incidencia ndo pode se afastar em mais de que 0.13% do valor do angulo critico 6. = arcsin(1/1.5).
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3.5 Problemas

3.5.1 Lamina de retardo

ex0 rapido

=ixo lento

Figura 3.12: Lamina de retardo

Uma luz linearmente polarizada incide a 45° com os eixos principais de uma lamina birrefringénte, como inicado na
Fig.3.12. Ao passar pela lamina a luz fica elipticamente polarizada, onde a razdo entre as intensidades do eixo maior
sobre o menor vale 10.

e Calcule o valor da diferenca de fase entre as componentes lenta e rapida da luz na saida da lamina.

e Se a espessura da lamina é de 0.2mm e o comprimento de onda da luz é de 633nm, calcule a diferenca entre os
indices de refragao para o eixo rapido e para o lento.

3.5.2 Matrizes de Jones

1
0 1
paralelos aos eixos do sistema de coordenadas.

1. Verifique que a matriz representa uma lamina de retardo de A\/4, com os eixos rapido e lento

cosa —sina

2. Sabendo que a matriz { permite rotar o sistema de coordenadas de um angulo a no sentido

sina  cosa
anti-hordrio, construa a matriz de uma lamina de retardo de \/4 rotada de a.

3. Para a = 45°, verifique que se trata mesmo de uma lamina de retardo de A\/4 a 45° com o sistema de coordenadas.
Dica: teste o comportamento da lamina com uma onda linearmente polarizada a 45° e com outra linearmente
polarizada ao longo do eixo x ou y.

3.5.3 Lamina de retardo de )\/4
Quero construir uma lamina de retardo de A\/4 para A = 633 nm, utilizando quartzo cujos indices nos eixos rapido e
lento sao respectivamente 1.544 e 1.553.

1. Qual é a espessura de quartzo necesséario?

2. Sobre essa lamina faco incidir perpendicularmente um raio de luz circularmente polarizado da forma:
E, = E° cos(kz — wt) E, = E°sin(kz — wt) k=2m/\ w=2m/T
sendo que o eixo x é paralelo ao eixo “lento” da lamina

(a) Escreva a matriz de Jones correspondente a essa polarizagao.

(b) Descreva a polarizagao resultante na saida da lamina.

3.5.4 Lamina de retardo rotada
Suponha uma lamina de retardo de A\/4 com o eixo lento a 45° abaixo do eixo z do. Calcule a polarizacao da luz na
saida da lamina nos seguintes casos:

e Luz linearmente polarizada ao longo do eixo =

e Luz linearmente polarizada a 45° acima do eixo ©

e Luz circularmente polarizada girando no sentido horério visto no sentido de propagacao da luz.
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[unidadez arbitrarias)

Intenzidade

tiempo (unidades arbitrarias)

Figura 3.13: Medida da elipticidade da polarizacao da luz que passa por uma lamina birrefringente, como
apareca na tela do osciloscépio no experimento do laboratério

3.5.5 Experimento de Birrefringéncia

Uma luz linearmente polarizada de A = 589nm incide sobre uma lamina birrefringénte a 45° entre os dois eixos lento
e rapido da lamina que estd sendo medida. A Fig.3.13 mostra o sinal que aparece no osciloscépio depois do segundo
polarizador, aquele que rota com velocidade angular constante, depois da ldmina. Se a lamina tem 1lmm de espessura,
quanto vale a diferencia entre os dois indices de refragdo, no eixo réapido e no eixo lento da lamina?

3.5.6 Intensidade e Campo elétrico num feixe laser

Um raio laser de He-Ne (A = 633 nm) de ImW de poténcia tem uma distribuigdo gaussiana de intensidade na secao
transversal & da diregdo de propagacdo. Sua intensidade méxima decai para 1/e (e: nimero de Euler) a 0.25mm do
centro do raio. Calcule:

1. O valor maximo da intensidade da luz

2. O valor méximo do campo eltrico dessa luz
s /a® 2
OBS: xe dz =a”/2
0

3.5.7 Intensidade e Campo Elétrico da luz

Calcule a amplitude do campo elétrico da onda de luz nos seguintes casos:
1. Uma lampada de 1000W a 1metro

2. Uma onda luminosa harmoénica e plana se propagando no ar, com uma intensidade de 10mW /cm?.
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3.5.8 Ondas evanescentes

Na reflexao total se geram ondas evanescentes cuja amplitude cai rapidamente com a distancia a interface de reflexao.
Isso pode ser utilizado para fabricar um divisor de feixes, utilizando dois prismas de vidro de 90°.

e Desenhe um divisor de feixes formado por dois prismas de vidro (n=1.50) que permita dividir um feixe incidente
(A = 633nm) em um transmitido e outro refletido, ambos com mas ou menos a mesma intensidade. Despreze as
perdas por reflexdo de Fresnel nas faces de entrada e saida de ambos prismas e suponha o indice do ar n=1.

e Supondo que o indice de refragdo nao varie com o comprimento de onda da luz, qual seria a variagdo na percentagem
da intensidade de luz transmitida, se o comprimento de onda aumentasse em 10%7?

3.5.9 Método de Abéles

Ao utilizar a técnica de Abéles (vide sec. 9.2.2.1) para medida de indice de refragdo em filmes finos, normalmente
colocamos o substrato de vidro com o filme de forma que o feixe de luz chegue primeiro ao filme e depois ao substrato e
ndo a contrario. A técnica poderia funcionar igualmente se fazemos chegar o feixe de luz pelo lado de tras, isto é, pelo
lado do substrato e chegando depois no filme? Justifique matematicamente sua resposta e faga um desenho ilustrativo.
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Capitulo 4

Interferencia e Coeréncia

A pureza espectral ou grau de monocromaticidade da luz, indica o quéanto ela estd préxima da condicdo ideal de uma onda
harmoénica pura, e pode ser medido usando um espectrometro. Ja a coeréncia, que estd relacionada com o comprimento
dos trens de onda que formam a radiagdo luminosa sob estudo, determina a capacidade de produzir franjas de interferéncia
e, conseqiientemente, deve ser medida em experimentos de interferometria. Esses conceitos de pureza espectral por um
lado, e coeréncia por outro, aparentemente tao distintos, estdo estreitamente relacionados fisica e matematicamente.
Veremos que, se conhecendo um deles, podemos calcular o outro.

Desenvolveremos o formalismo matematico adequado para descrever a interferéncia de duas ondas, estudaremos
alguns experimentos cléssicos de interferéncia e prestaremos especial atengdo aos experimentos com o interferémetro de
Michelson e a velocimetria de efeito Doppler, que utiliza esse interferémetro.

Daremos especial atengdo a abordagem da luz como processo estocastico e desenvolveremos e estudaremos a fungao
de autocorrelacao (vide capt.E) e sua relagdo com o espectro de poténcia. A luz destes conceitos analisaremos varios
modelos tedricos para representar pulsos de luz de diferentes origens.

4.1 Interferéncia

Analisaremos a interferéncia da luz, em termos matemé&ticos primeiro, e depois a partir de dois arranjos experimentais
cldssicos: o experimento das fendas de Young, e o interferometro de Michelson. Este ultimo serd extensivamente utilizado
para estudar o efeito Doppler e sobretudo para estudar a coeréncia da luz.

4.1.1 Formalismo matematico

. VIR oni a e ws e v
Seja uma onda €é(7,t), formada pela soma das duas ondas harmoénicas de freqiiéncias angulares wi e e vetores de
propagacao ki e k2 respectivamente

eFt) = &(Ft)+ &(rt)
elrt) = E, cos(El.F— wit + ¢1) = %{5"1 (7, 1)}
éx(ryt) = Ey cos(Ez.F— wat + o) = 3%{52(;7 )}

onde
g](ﬁ t) _ Ej eiq)j (F) @_th P (’F) = EJ'F“F oy Ej =& E;
|Ej|:27r/)\ w=21/T

R{ } representa a “parte real”, 7 é o vetor de posigdo e é; é o vetor unitdrio no eixo “j”. A intensidade resultante (vide
Eq.(3.44)) é:

I = |<8>|x<|@>=<|ei(7t) + é(Ft) |°>

No que segue convencionaremos trocar o sinal de “proporcionalidade” pelo de “igualdade”, ficando entao a expressao da
intensidade na forma

I = <|é(@t) >+ e(Ft) > +28(F t).8(Ft) >
1 1
sendo I, = <|A(FOP>=L B L=< a@En o=t Bl
e 2< 641(7:'7 25).642(7:'7 t) > = < El.EQ [COS(‘IH + Py — ((.U1 + (.Uz)t) + COS((I)l — Py — ((.U1 — WQ)t)] >

43
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Figura 4.1: Figura de interferéncia produzida por um Figura 4.2: Figura de interferéncia produzida por um
cristal de niobato de litio com o eizo dptico no plano da cristal de miobato de litio com o eizo perpendicular ao
figura, observado com luz branca convergente, entre pola- plano da figura, observado com luz branca convergente,
rizadores cruzados entre polarizadores cruzados

onde o simbolo “< > representa a média temporal. Na verdade a onda luminosa é uma funcdo aleatéria e ela, assim
como as quantidades dela derivadas (intensidade, por exemplo) devem ser descritas pelas suas “esperangas matematicas”
e ndo pelas “médias temporais” indicadas pelo simbolo “<  >” [4]. Podemos porém utilizar esta dltima no lugar
da primeira, no caso de processos aleatérios estaciondrios no sentido amplo (vide capt.E). O processo é estaciondrio
no sentido amplo, quando as estatisticas de primeira (média) e de segunda (produto) ordem sado constantes, ou seja
independentes do instante em que sdo calculados. Adotaremos um critério simples: se o processo (funcao temporal)
aleatdrio é estaciondrio em sentido amplo (o que significa que sua média e seu produto de (auto-)correlagao independem do
tempo), as correspondentes esperancas matemdticas podem ser calculadas pelas correspondentes médias temporais.[4, 5].

Para o caso de um detector com resposta maior que w1 — w2 € muito menor que wi + wa, 0 primeiro termo a direita
da igualdade néo serd detectado dando um sinal nulo, resultando entao:

1= =
< 61(F, t).é}(’f’, t) >= §E1.E2 < COS(‘I)1 — Py — (W1 — WQ)t) > (41)

onde El,z sdo constantes. Para o caso que w1 = w2, a expressao da intensidade fica
I =1 +1Is+é1.60 2VT1 I3 cos(k1 .7 — ka.¥ + ¢1 — o) (4.2)

que é a expressao mais conhecida para descrever a interferéncia de duas ondas.

4.1.2 Fendas de Young

A Fig.4.3 representa esquematicamente o experimento das fendas de Young. Um luz pontual de geometria cilindrica é
gerada depois da primeira fenda. As outras duas fendas posteriores, simétricas em relagdo & primeira, geram duas outras
ondas pontuais e cilindricas. A Eq.(4.2) descreve a formagdo de franjas de interferéncia no experimento das fendas de
Young, supondo que, por razoes de simetria, as duas ondas que interferem tém a mesma fase nas fendas, mas ao chegar
no ponto A a diferenga de fase entre elas corresponde a diferenga de caminho D sin «, ou seja:

27D sin «

o1 —¢2+(E1 —E2)-F= \

o que substituido na Eq.(4.2) resulta em
I=1+ I+ é1.62 2/ 11 Iy cos(2m D sin a/ \)

dando origem a franjas brilhantes nas posi¢oes onde sinw = NA/D e franjas escuras onde sin @ = (2N + 1)\/(2D), onde
N é um numero inteiro. Note-se que o vetor 7 representa a posi¢do de observacao que pode ser arbitrariamente escolhida
como sendo o centro de coordenadas sendo entdo 7= 0.

4.1.3 Interferéncia por uma lamina de faces paralelas

Um outro tipo de interferéncia de dois feixes de luz é ilustrado na Fig.4.4 que mostra esquematicamente uma onda
luminosa refletida na primeira interface (ar-vidro) de uma lamina de vidro de faces paralelas, interferindo com a onda
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Figura 4.3: Ezperimento de interferéncia das duas fendas de Young

Figura 4.4: Interferéncia numa lamina de faces paralelas.
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refletida na segunda interface (vidro-ar). Ao mudar o angulo de incidéncia muda a diferenga de fase entre os dois feixes
e poderemos ver assim méximos e minimos sucessivos em func¢ao do angulo a. Para o caso do angulo de incidencia ser
muito pequeno (a < 1), a espessura da lamina D pode ser calculada assim [6]:
An
D = <5 5 (43)
o —«a
2 1
onde n é o indice de refragdo do vidro e A é o comprimento de onda da luz (suposta coerénte). O dngulo a; é o angulo
de incidéncia do feixe onde pode-se ver um minimo de interferéncia. O angulo as corresponde ao préximo minimo de
interferéncia. Veja o caso de um experimento concreto descrito na sec.4.6.17.

4.1.4 Interferometro de Michelson

Al =2 1y,

ah L
|2 ! DIVISOR,
LASER e
» -
-~
- JSEEEREREIEEEY
Il EeprLHO

Ex{t+r) D E1(t) El

DETECTOR.

Figura 4.5: Interferémetro de Michelson.

Neste caso interferem duas ondas, uma que se reflete no espelho El1 e percorre uma distancia 2[1 e a outra que se
reflete no espelho E2 e percorre uma distancia 2l como indicado na Fig.4.5. Ambas provém da mesma onda inicial que
é dividida no “beam-splitter” (divisor) de 50%. Queremos saber o nimero de franjas de interferéncia que passam pelo
detector quando deslocamos o espelho E2 de uma distancia Al. O problema pode ser analisado de duas formas:

4.1.4.1 Estados inicial e final

Neste caso analisamos a expressao da intensidade da luz (vide Eq.(4.2) com # = 0) no estado inicial e no final quando o
espelho F desloca-se uma distancia Al. Verificamos a varia¢io na fase ocorrida entre esses dois estados e sabendo que
cada 27 radianos representa uma franja, podemos calcular o que queremos, assim:
(A1 — @2)final — (@1 — P2)iniciat 2 Al
A

nuimero de franjas: =
2

4.1.4.2 Evolugao entre os estados inicial e final

Agora vamos analisar o processo de movimento do espelho E2. Por causa do efeito Doppler [7], a freqgiiéncia da luz que
se reflete no espelho que se afasta com velocidade u, se altera de w para w’

W =w(l—2u/c) wp =w —w=—2wu/c (4.4)

o que, substitufdo na expressdao da interferéncia nas Eqs.(4.1,4.2) com 7 = 0, resulta em

I=05I+1+2VIi1> COS(¢(t)—th) (45)

A expressio de ¢(t) neste caso é:

o(t) =klo+k'la —2kly K =k(1 —2u/c)

A variagao da fase (¢(t) — wpt), no argumento do coseno, durante o movimento de E2, é:
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Figura 4.6: Ezemplo tipico de um batimento de freqiiéncia varidvel produzido pela oscilagio da membrana de um alto-
falante. A curva representando a velocidade da membrana foi calculada a partir do batimento. (Experimento desenvolvido
pelo Dr. A.A. Freschi no curso “T'écnicas dpticas para medida de vibragoes e deformagoes” UNICAMP-IFGW/FEM,
Campinas-SP, Marc¢o 1998).

dé(t) — d(wpt) kdlo+ K dlo+ 1o dk — d(wpt)  dlo = udt
2ku dt — 2kdls u/c — 2kl2 du /¢ — d(wpt)

2ku dt — 2kd(lz u)/c — d(wpt)

Calculando a variagdo total da fase durante o movimento do espelho E2, desde t = 0 até ¢, e supondo que tanto no inicio
quanto no fim verificam-se as condigées u = 0 e wp = 0, o nimero de franjas referentes a esta variacdo de fase resulta
ser

JEdo() —d(wpt)  [l2kudt gl

nimero de franjas:

que é o mesmo resultado obtido na sec.4.1.4.2. Isso mostra que ambos procedimentos sao equivalentes.

4.1.5 Velocimetria de efeito Doppler

O fato que o movimento de um dos espelhos no interferometro de Michelson produga uma (pequena) variacao na freqtiéncia
da luz nele refletida, que depende da velocidade do espelho em questao, é utilizado para se medir essa velocidade, a partir
do batimento produzido ao interferir essa onda com uma outra refletida pelo espelho estacionario. A Fig.4.6 mostra o
sinal tipico de um tal batimento detectado num experimento real onde um dos espelhos foi substituido pela membrana
(pintada com uma tinta retro-refletora do tipo usada em sinais de transito) oscilante de um alto-falante.

4.1.5.1 Exemplo: Velocimetria de efeito Doppler

A membrana de um alto-falante vibra em regime perfeitamente eldstico (oscilaggo harménica) com uma amplitude de
a=1mm e uma freqiiéncia de f=3KHz.

1. Calcule a expressdo para a variagao temporal da freqiiéncia da luz de A\,= 633nm ao ser retro-espalhada pela dita
membrana.
RESP: O movimento da membrana é descrito pela férmula

T = xo cos(27 ft)
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e sua velocidade é

o0
Tt

= —upy sin(2wft) com un = 2mwxof

que substituida na Eq.(4.4) nos permite calcular a freqiiéncia da luz refletida na membrana mével:

w=wo+ &rf\%f sin(27 ft)

2. Se eu fago interferir o feixe acima com um outro de igual amplitude e de freqiiéncia fixa correspondente a A,=
633nm, vai ocorrer um batimento, de freqiiéncia varidvel, parecido com o que se pode ver na Fig.4.6. Calcule a
expressao para essa freqiiéncia do batimento, assim como seus valores maximo e minimo.

RESP:Quando w1 # w2 no termo de interferéncia da Eq.(4.1), ocorre um batimento. A freqiiéncia desse batimento
é:

8o f

0

ﬂ'xof

4
ou v = ——= sin(27 ft)
0

Wy =w—wp = sin(27 ft)

Seu valor minimo é ¥ = 0 e seu valor maximo é 1! = dwzof/No.

3. Veja se é possivel utilizar esse batimento para calcular o valor da amplitude da oscilagao da membrana, caso vocé
saiba sua freqiiéncia de excitacao. O que vocé precisa medir para poder calcular a referida amplitude?
RESP: Posso calcular x( a partir da medida de 1/,?{7 conhecendo f e Ao.

4. Para o caso ilustrado na Fig.4.6, estime o valor maximo para a velocidade da membrana e o valor da amplitude
da oscilagdo. Com esses dados calcule a freqiiéncia de oscilacdo da membrana.
RESP:Podemos estimar uy; da Fig.4.6, medindo o menor periodo que vale At &~ 2.4 x 10~%s que corresponde a
um deslocamento da membrana de A\o/2 e entao:

un = Ao/ (2At) = 0.633um/(2 x 2.4 x 10~ *s) = 1.35mm/s

Para estimar a amplitude, contamos o nimero total de periodos num ciclo completo (2 vezes a amplitude) que é
aproximadamente 4.5, e assim:

zo ~ (4.5/2)(Xo/2) = 0.71pm
A freqiiéncia da membrana serd entao

1.35mm/s
f=unm/(2mz0) = m ~ 302Hz

que se aproxima do valor (295.7Hz) de excitacao do altofalante diretamente medido na tela do osciloscépio na Fig.4.6.

4.2 Coeréncia e Espectro de Poténcia

A coeréncia e a pureza espectral da luz estdo diretamente relacionadas entre elas e o cardter aleatério das ondas de luz
é fundamental para se compreender estes conceitos. Veremos que as idéias de “coeréncia” e de “espectro de poténcia”
nao tém sentido em termos de pulsos isolados e que se aplicam apenas as sucessoes de pulsos que formam ondas ditas
“estaciondrias”.

As diferentes fontes de luz (lampadas incandescentes, lampadas de descarga de gases, arco elétrico, lasers, etc.)
emitem trens de ondas ou “pulsos” com determinadas caraterfsticas médias (freqiiéncia, amplitude, etc.) incluindo o
comprimento do pulso. Os dtomos contidos na “lampada” sdo excitados de alguma maneira e por isso algum elétron no
atomo passa para um nivel energético maior. Ao decair ele emite um foéton com a energia correspondente a da diferenga
entre o nivel excitado e o de repouso aonde o elétron cai no final do processo. Entre um pulso e o seguinte tudo fica
mais ou menos igual exceto sua fase, que varia aleatoriamente devido a estar associada aos diferentes instantes em que
cada pulso é emitido. Isto se repete continuadamente dando uma sucessao de pulsos com as caracteristicas médias
determinadas pelo processo de decaimento mas sem nenhuma relacao de fase entre eles como ilustrado na Fig.4.7

Em lampadas de gas de alta pressdo, a densidade de d4tomos é muito grande e por isso a freqiiéncia das colisGes entre
os atomos aumenta muito. Conseqliéntemente o processo de decaimento pode ser interrompido mais rapidamente do
que em lampadas de baixa pressdo. O resultado sao pulsos mais curtos, ainda que com a mesma freqiiéncia (cor) média
dada pela diferenga de niveis energéticos no atomo, o que ndo muda pelas colisdes, obviamente. O caso de radiagao
laser é bastante diferente: Por causa de um mecanismo especial, o decaimento de um atomo fica sendo “estimulado”
ou “iniciado” pelo pulso que incide nele e isso faz que exista uma “sintonia” de fase entre ambos, o pulso estimulante
e o estimulado. O resultado disso é uma sucessdo de pulsos todos em fase uns com os outros. E como se os pulsos
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Figura 4.8: Sucessao de pulsos (representados com dife-
rentes cores) sincronizados emitidos por uma fonte laser,
coerénte

Figura 4.7: Sucessao de pulsos (representados com dife-
rentes cores) emitidos por uma fonte incoerénte

L A)\ | variavel | | | |
" constante -

amplitude (ua)

o E] 10 as zo
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Figura 4.9: Superposigao de dois feixes (formados por pulsos) mutuamente defasados. Na regido indicada por “cons-
tante” a diferenca de fase entre os dois pulsos que se superpdem é constante sempre pois se trata sempre do mesmo pulso.
Na regiao indicada por “variavel” a diferenga de fase é sempre distinta para cada vez, pois se trata sempre de 2 pulsos
diferentes.

sucessivos estivessem “emendados” sem discontinuidade de fase como ilustrado na Fig.4.8. Em algum momento essa
sintonia é interrompida e tudo recomeca. Por causa desta sintonia os lasers podem emitir pulsos de centimetros, metros
ou kilémetros enquanto que as fontes ditas “incoeréntes” emitem pulsos de micrémetros ou milimetros como maximo.

O comprimento dos pulsos é uma variavel fundamental nos fenémenos de interferéncia da luz. Num experimento de
interferéncia sempre estamos superpondo dois raios de luz provenientes da mesma fonte mas percorrendo caminhos um
pouco diferentes ou superpondo dois feixes provenientes de um mesmo feixe que foi dividido em dois por um “beam-
splitter”. O resultado é sempre a superposicdo de dois feixes, um atrasado em relagdo ao outro, como ilustrado na
Fig.4.9.

Ao superpormos esses dois feixes atrasados, hd uma regido onde se superdem apenas um pulso com ele mesmo
(atrasado) e marcada como “constante” na figura. Na outra regido, marcada como “varidvel”, se superpéem um pulso com
o seu vizinho. Como a relacao entre pulsos sucessivos é aleatéria, aleatéria é tambem a relagao de fase na superposigao
nessa ultima regido. Essa variacdo rapida de fase ndo permite visualizar a interferéncia desses feixes pois os nossos
instrumentos de observagao sao muito mais lentos. Na regido marcada como “constante” em cambio, a posigao espacial
das franjas de interferéncia ndo muda pois a diferénca de fase entre os pulsos em questao é sempre a mesma ja que
depende apenas do atraso entre as duas ondas. As franjas de interferéncia observadas sdo apenas originadas nessas
regides ditas “constante”. A medida que vamos aumentando a diferénca de caminho entre os dois feixes no experimento
de interferéncia, a percentagem de luz que contribui efetivamente a visualizacao das franjas dimimui e o contraste dessas
franjas diminui também por conta da contribuigdo da parte “varidvel” que aumenta e que nao contribui a formacao das
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franjas. Quando a diferenca de caminho é da ordem do comprimento dos pulsos, ndo veremos mais franjas.

4.2.1 Coeréncia

O termo de interferéncia na Eq.(4.1) pode ser também escrito em fungao da formulacado complexa assim:

< & (F ). (7 t) >= R{< &E1(7,1).E5 (7, t) >}

e a intensidade resultante terd entao a seguinte formulagao:

‘I =11+ 1Is+é1.62 2 §R{< 51(7?725)52*(7?7 t) >} ‘

No caso do interferometro de Michelson, uma das ondas estd atrasada em relagdo a outra, de forma que a expressao
acima pode ser escrita assim

I =11+ I+ é1.62 2%{F(T)} (46)
T(r) =< EL(WE(E+7) > (4.7)

simplificando com 7 = 0, mas sem perda de generalidade, onde a diferenca de argumentos @1 () — ®2(7) estd representada
pela diferencga (temporal) de caminho éptico 7 = 2Al/¢, sendo que I'(7) é a fungdo de correlagdo chamando-se auto-
correlagao para o caso de £1e £2 serem a mesma onda. E importante notar que I'(7) estd formada por um fator W
(ou diretamente um termo senoidal), cuja parte real descreve as oscilagoes rapidas de intensidade devido as franjas de
interferéncia, e um fator real mais lento em 7, que representa a envolvente da fungao e que descreve a variagao do contraste
ou visibilidade das franjas. A Eq.(4.6) mostra claramente que o interferémetro de Michelson é um “correlémetro”, isto
é, um medidor de funcao de auto-correlagdo. Definido o “grau de coeréncia” da luz como

_TI'() —JIT
a expressao da intensidade fica
I =1+ I+ é1.62 2\/[1]28%{’}/(7')} (48)

A fungdo v(7) é complexa e periédica em 7. Ela estd formada por um termo oscilatério rapido em 7, "7 | cuja parte
real representa as franjas de interferéncia, e um outro fator também real e mais lento em 7, que representa a amplitude
das franjas. Os valores maximos (In/) e minimos (I,) para a intensidade (as franjas) sdo respectivamente

Iny =TI+ Lo+ é1.62 2vV 1112 | y(7) |
Im =1L+ I — é1.62 2V Iz | (1) |

I I s VI ()| (4.9)
Tnt + I L+ 1

O parametro V é a chamada “visibilidade” das franjas e é claro que ela depende de | y(7) | sendo:

méxima para | y(7)| = 1 luz totalmente coerente
zero para | y(7)| = 0 luz incoerente
intermediaria para | y(7)| < 1 luz parcialmente coerente

E interessante destacar que, ao escrever a expressdo de I'(7) na Eq.(4.7), estamos implicitamente supondo que ela
nao depende do instante ¢ em que o célculo (ou a medida) é feito: isso significa admitir o cardter estaciondrio da £(t).
Ou seja que, para definir sua funcdo de auto-correlagdo, a fungao envolvida deve ser necessariamente estaciondria.
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Figura 4.10: Grdfico superior: Evolugio da fase para o modelo de luz descrito na Eq.(4.10). Grifico inferior: super-
posicao de ¢(t) com ¢(t + 1) (levemente deslocada na vertical para facilitar a visualiza¢ao) .

4.2.1.1 Tempo de coeréncia e comprimento de coeréncia

Vamos calcular a expressao de v(7) para um modelo simplificado de luz. Seja uma luz representada por um campo
elétrico [7]

E(t) = Boe Wt 1) g <gi) <on (4.10)
onde ¢(t) assume aleatoriamente e com igual probabilidade quaisquer valores dentro do intervalo [0,27], ficando constante

por um tempo 7,, como ilustrado na Fig.4.10.
Para calcular o grau de coeréncia complexo

()= < €<t|>§zgl+7> > _ iwr _ i) — et +T)
< 2>

< OO 04T 5 iy L / " i(ot) — ot +7) g

t—o0

Ao formular a média temporal acima estamos supondo, como indicado na sec.4.1, que estamos tratando com uma onda
estacionaria. Para isso vamos considerar nao apenas um pulso, mas uma sucessao deles, cujo conjunto constitui a onda
estaciondria em questdo. Para calcular a integral acima podemos supor que 7" inclui um ntimero inteiro de intervalos 7,
e fazer entao o calculo por intervalos assim

_ i —e(t+T) o _ 1 / T i) = $t+T) gy 5
To 0
L / T i) — Bt +T) gy o
TO To—T

Considerando (vide a Fig.4.10) que no intervalo [0,7, — 7] a diferenga de fase é sempre zero, e que no outro intervalo
[To — 7, 7o) ela é aleatéria (resultando numa integral média nula), o resultado serd
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Wr) = AT (4.11)
] = A (412)

Onde a funcao “triangulo” “A” estd descrita em B no Apéndice. Fica evidente que 7, representa o comprimento (em
termos temporais) de coeréncia da luz. Para tempos maiores que 7o, o termo de interferéncia desaparece e a soma é
incoerente. A Fig.4.11 mostra R{~(7)}, ficando evidente a presenca de méximos e minimos na intensidade da luz, ou
seja, mostra as franjas de interferéncia com freqiiéncia angular w, cuja visibilidade vai diminuindo & medida que aumenta
T, até T = 7,, a partir de onde fica constante em zero.

1.0
0.5

D —-l rl

&
S
|

Re {1(1)}

-0.5 |
-1.0

Figura 4.11: Parte real do grau de coeréncia complexo para o modelo de luz da Fig.4.10

4.2.2 Espectro de Poténcia

Ele é definido como a transformada de Fourier (TF) da fungdo de autocorrelagao [4, 5]

S(v) = / +oor(f)e—"%”dr (4.13)
I(r) = / o Sw) e T2V 4y (4.14)

Para compreender o significado de S(v), voltemos & definicao de I'(7)

I(r) = <EWE(t+T)>
00
sendo que T'(0) = <|&(t) |2>:/ S(v)dv representa a poténcia
d<| &) >

e consequentemente S(v) é o espectro de poténcia

dv

ou seja a poténcia média por intervalo de freqiiéncia da onda, que é real e ndo negativo.

Uma propriedade bédsica da fungdo I'(7), deriva diretamente do fato de ela ser a Transformada de Fourier de uma
fungao real, no caso S(v):
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+oo
I(r) = / S(v) 2™ dy (4.15)

.
I (r) = / S(v) e 2T q (4.16)

-
I*(—7) = / Sw) 2™ dy (4.17)

ou seja que

I*(=7)=T(r) (4.18)

Por causa da relagao de transformacao de Fourier entre I'(7) e S(v), existe uma relagdo entre as larguras de ambas
fungdes, como estudado na sec.B.3, pelo que concluimos que a largura dos envelopes de ambas funcgoes verificam a
importante relacao

Av AT >1 (4.19)

Isso significa que, se uma luz tem grande largura espectral Av, ela terd necessariamente, um pequeno comprimento de
coeréncia (cAt) determinado por A7.

4.2.2.1 Espectro de poténcia de ondas nao estacionarias

Vamos supor que estamos lidando com uma onda f(¢) que existe no intervalo [-7/2,4+7/2] ou que eu quero limitéd-la a
esse intervalo. Nesse caso estaremos em presenga de uma onda nao estaciondria pelo que nao vou poder definir I'(7) e
conseqiiéntemente também nao vou poder calcular seu espectro a partir da Eq.(4.13). E necessério entdo procurar uma
outra via. A TF dessa fungao temporalmente limitada sera

+T/2 )
Vir(v) = / Ft) e 2Tt gy

T/2

+oo .
fT(t) — / VT(V) e+l2ﬂ'l/t dv

)

Utilizando o Teorema de Parseval (Eq.(B.8)) podemos escrever

/m | Fr(e) [P e = /W Ve() ? dv

oo oo
que vale para funcoes temporalmente limitadas e finitas, e da definicado da poténcia média, resulta

+T/2 +oo )
poténcia: %/ | fr(t) | dt :/ | VT;V) | dv

T/2 [eS)

Da expressao acima podemos achar entao o espectro de poténcia para o caso de ondas nao estaciondrias

S(v) = \VTT(FV)\z (4.20)
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4.2.2.2 Espectro de poténcia de uma sucessao infinita de pulsos

Estudar o espectro de poténcia de um pulso isoladamente é algo bastante pouco real. Na realidade podemos nos encontrar
com alguma fonte que emita pulsos sucessivos do mesmo tipo e podemos querer saber como calcular o espectro de poténcia
dessa sucessao, e que relagdo guarda esse espectro com os pulsos individuais que a compdem. Seja uma soma de pulsos,
idénticos mas temporalmente distribuidos no intervalo (0,7"), do tipo

Nt
o)=Y flt—t) O0<tL<T  t; aleatério
i=1

onde Nt — o0

e com as respectivas relacoes de Fourier

F(v) = / o Ft)ye 2TVt gy

Gv) = / o g(t)e 2TVt g

A partir das definigbes acima e da propriedade de translagao (veja Eq.(B.6)) da TF

TF{f(t)} = F(v) = TF{f(t—t,)}=F(v) o —i27Vto

podemos concluir que

Np ‘
Glv) = ZF(V) e—z27r1/ti
- Nr Nt )
| G(V) |2 - | F(V) |2 (NT + ZZ @_7'27Ty(ti - t]))
G#i =1

Considerando que o ultimo termo & direita deve ser zero (¢; e t; sendo arbitréarios) e considerando a Eq.(4.20), resulta

s < LGP _[FOENT g

onde N é o nimero de pulsos por unidade de tempo. O resultado final é

S(w)=N|F(v)|? (4.21)

4.3 Exemplos

Estudaremos alguns casos concretos a seguir

4.3.1 Pulsos retangulares

Um bom exemplo para ilustrar o tratamento de uma radiacdo formada por uma sucessao de pulsos retangulares com fase
aleatéria é o préprio modelo descrito em 4.2.1.1, que descreve uma luz quase-monocromatica formada por uma sucessao
de pulsos de duracao 7, e de forma

E(t) = B, e Wot (i0(t) (4.22)

onde, ap6s cada intervalo 7o, ¢(t) assume valores aleatérios uniformemente distribuidos entre 0 e 2r. Adotaremos agora
uma abordagem diferente, calculando primeiro S(v) a partir da formulagao em Eq.(4.21) e, a partir dela, calcularemos
I'(r) = TF~*{S(v)}. Para isso escrevemos o pulso que compde a radiacio descrita na Eq.(4.22) como:

E(t) = By e ot rect (L) (4.23)

To
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Da expressao acima calculamos

S(v) = N | TF{E{t)} = N | B, |> 72 | sinc (1o(v 4+ v0)) | w =27

”

sendo que as fungdes “rect(x)” e “sinc(x)” estao definidas em sec.B.2. Em fungao das consideragdes na sec.4.4, podemos

trocar v + v, por v — v, resultando
S()=N|E, > 72| sinc(ro(v — o)) | para v >0
Podemos re-escrever a expressao acima como:
S(v) =N | E, |* 72 | sinc(ror) |* %6(v — vo)
e nesse caso a funcao de auto-correlagdo pode agora ser obtida assim:
I(r) = TF '{S)}

= N|E, >’ [TFfl{sinc(Toy)} * TFfl{sinc(Tou)}} TF ' {6(v — vo)}

— NI|BE [P [TF*l{TF{Tlorect(Tio)}} . TF*I{TF{%rect(%)}}} TF 5(v — vo)}
T

- 1 1 i
= N|E,|*7 [—rect( E —rect(l)} e!WoT
To To To To

cuja formulagdo normalizada é
TWoT
() = A(7/70) €
que é a mesma expressao obtida a partir de consideragoes de probabilidades na sec.4.2.1.1. No caso presente, os elementos

de probabilidades j& estdao embutidos nas consideragdes que levaram a formular o espectro em termos da Eq.(4.21).

4.3.2 Onda quase monocromatica.

Estudemos o caso de uma onda quase-monocromadtica, com freqiiéncia angular centrada em wgp, que podemos formular
assim

E(t) = K/H)o e—(w — wo)*/a” coswt dw (4.24)
0

Vamos calcular o seu espectro de poténcia e sua auto-correlagdo, assim como o termo de interferéncia que poderia ser
observado em algum experimento (como por exemplo num interferémetro de Michelson) que utilice essa luz.

Em primeiro lugar, por se tratar de uma onda estaciondria, é possivel calcular I'(7) diretamente da sua defini¢ao e
dela calcular S(v). Vamos comegar por I'(7):

I(r) = <EW®Elt+T1)> (4.25)
) +oo
_ 2 —(w —wo)?/a® — (W —wo)?/a? ' /
= K < e cos wt dw e cosw (t+7) dw’ > (4.26)
0 0
+oo +oo
_ 2 —(w—wo)?/a® —(w' —wo)?/a’ / /
= K e dw e < coswtcosw (t+ 1) > dw (4.27)
0 0

A média temporal indicada em Eq.(4.27) pode ser escrita assim

< coswtcosw' (t+71)> = % < cos[(w' 4+ w)t + w'T] + cos[(w' — w)t +w'T] > (4.28)
1

= —cosw'T para w=w' (4.29)

= 0 para w' #w (4.30)

Substituindo o resultado das Egs.(4.29-4.30) na Eq.(4.27), resulta

+o0 oo
I(r) = £ / e—(w—wo)Q/az dw / e—(w—wo)Q/az coswt dw (4.31)

0 0
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A primeira integral vale
o 2, 2
/ e~ (Ww—wo)/a” 4 — %\/Ea {Erf(%)}

0

—+oo

0

e considerando que

Erf(£o0) = £1 Erf(—a) = —Erf(a) (4.32)
resulta ser
—+oo
~(w—wo)*/a® 4, _ 1 ~
e dw = 3 wa(l+ Erf(wo/a)) ~ ay/7 para wo/a > 1 (4.33)
0
A segunda integral é
i 2, 2 i 2, 2
/ e~ (W= wo)/a” g dw = / e~(W—wo)*/a (T +e7™T)/2dw =
0 0
+o0 oo
_1 / e—(wz/a2 —w(2wo/a® — 1) + wi /a®) dw + 1 / e—(wz/a2 — w(2wo/a® +17) + wi /a®) dw (4.34)
2 2
0 0
Sabendo que
oo B? —4AC

—(Az> + Bz + 0) I Y e e B
e de==4/—c¢ 4A 1 — Erf(——
/ Vi 1Bt

0
podemos escrever a integral Eq.(4.34) da seguinte forma

—+ o0
2, 2
/ e—(w—wo) /a coswT dw =

0
2 2
iaﬁe_T a”/4 [e_MOT + "0 4 M0T Brf(wo/a +17a/2) + ¢ “O7 Erf(wo/a — m—a/2)] dw (4.35)
Sabendo ainda que
[Erf(x +y)]" = Erf(z —2y) para x= e y reais

podemos reescrever a equacao acima assim
—+o00
—(w —wo)?/a® _ 1 —72a*/4 WwoT
e coswt dw = Zaﬁe [2 cos(uwoT) + 2R{ e Erf(wo/a + zra/2)}] dw (4.36)
0

Substituindo as Eqs.(4.36) e (4.33) na Eq.(4.31), resulta

K2a271' —T2a2/
—F €

1 4 cos(woT + ¢(7)) (4.37)

I'(r) =

onde o termo de fase ¢(7) depende do termo R{Erf(wo/a + 17a/2)} que se supde variar muito mais lentamente do que
woT no argumento do cosseno. O termo de interferéncia serd entao

2.2 2 2
Kaﬁe—Ta/él

2R{D(7)} = = cos(rwo + ¢(r))
O espectro de poténcia pode ser calculado de I'(7)
S(v) = TF{I'(r)} (4.38)
- KZZZWTF{ =T @AY L TR {cos(rwo + 6(r)} (4.39)

K2a27T\/7_T 6—471'21/2/@2 N [5(1/ _ 1/0) + 6(1/ + 1/0)] (440)
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Considerando apenas o semi-eixo positivo, resulta que

2 2.2, 2 2 2.2
S(v) = K a271'\/7_1' —Am v a K?amy/m o~ (w—wo)/a (4.41)

*0(v —1p) = 5

O resultado acima j4 era previsivel visto a expressao inicial na Eq.(4.24) que de fato descreve uma soma continua de
ondas harmoénicas, centradas em w = wp. Lembremos também que (vide sec.4.2.2) o fator K2a’7/4 na Eq.(4.37) deve
representar o médulo quadrado do campo elétrico assim que podemos escrever Fy = Kay/7/2 e entao

I'(r) = E} 6_7—2“2/4 cos(woT + o(7)) (4.42)

S(v) = QEgTﬁ ¢~ (w—wo)’/a’ (4.43)

4.3.3 Pulso amortecido

Estudemos o caso de uma sucessao de pulsos amortecidos onde cada um deles pode ser representado da forma

f@) = Ae™ % coswot para t >0 a>0
= 0 para t<0 (4.44)
Seu espectro de poténcia sera
Sw) = NITF{f(t)}? (4.45)
SO = I G
— N|AP o’ + ()’ (4.46)

(a® + wE — w?)? + 4a’w?
que representa uma curva Lorentziana. Para calcular sua fungdo de autocorrelagdo fazemos a transformada inversa
L(r) = TF '{Sw)}

— NAPR VT a—wo . —(a + wo) (T — 710) it B
| A| 4\/§a[a2+w8(a+zwo)(e * Unitstep(r — 70) +

+ ela + o) (T = 70) Unitstep(—7 + 70)) +

+ ;12_:_7":(; (2a — ZLU())( e(a — ZWO)(T — TO) * Unitstep(—T + 7_0) +
0
+ @m0 =) Gitstep(r — )] (1.47

A Eq.(4.47) pode se escrever também assim

< o VT —a(r — 7o) 120 +wj awo .
D) =28 | A e (1 —70) [m cos(wo (T — 70)) — i sin(wo (7 — 70))] (4.48)
para T > Ty
paraT > To e
< o VT a(r— 7o) 12a° + wd awo .
D) =28 [A[ e (7 —70) [m cos(wo (T — 70)) + i sin(wo (7 — 70))] (4.49)

para 7 < Tp

Isso significa que I'(7) é uma expressao real.

E interessante verificar que a energia (por unidade de volume) do pulso vale

T A? A%q
2 _ 2 A%
/ [F@) 1 de= da © 4(a® 4+ wd) (4.50)

Pelo teorema de Parseval (4), essa energia pode ser também calculada pela sua transformada de Fourier assim:

)1

a—wq atwwg
2 2
8am(a? + wg)

[AZ (2a® 4 1awo + wi)arctg(-222-) + (2a* — 1awo + wi )arctg( -2

— o0

/ (TR} P dy =

A? 2a* +

— 4.51
da a® + w? (451)
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Figura 4.12: R{T(r)} = T(r) para
um() 51’;1130 amortecido da forma o Figura 4.13: Visibilidade da uma lampada incandescente medida
e 7P " cos(5 t) em unidades arbitra- num interferémetro de Michelson: A curva grossa continua repre-
rias senta uma exponencial (Ae™% |7 =70 | ) com A =290, a = 0.294

e 79 = 16.6, a curva preta com tracejado grande representa uma
2, 2

gaussiana (Ae (T = 70)°/07) com A = 226, 7, = 16.8 e a = 4.34

e a curva vermelha com tracejado pequeno representa uma lorent-

a'r? ) com A = 7808, a = 2.82 e 7 = 16.3

a?+72—72)2+4a?72

ziana (A i

que é a mesma expressao que a mostrada na Eq.(4.50).

Na Fig.4.12 podemos ver uma representagao grafica de I'(7) para um pulso amortecido arbitrario, como o descrito
na Eq.4.44, com a = 0.5 s !, wop = 5 rad e 70 = 0. A Fig.4.13 mostra a visibilidade (o) de uma fonte de luz branca
experimentalmente medida num interferometro de Michelson e seu ajuste com diferentes curvas (exponencial, gaussiana
e lorentziana) sendo obviamente o melhor ajuste resulta com a exponencial que representa a envolvente da Eq.(4.49).
Ou seja que a luz emitida pela lampada incandescente estd adequadamente representada pelo modelo de um pulso
amortecido, representado na Eq.(4.44). Cada um dos pontos (o) no grafico da Fig.4.13 corresponde a meia interfranja
ou seja a A/2 e sabendo que o pico do espectro de nossa fonte de luz, representada na Fig.I.1, estd em A, &~ 650 nm,
podemos concluir que o espagamento entre pontos na Fig.4.13, que representa 1 au, corresponde a

Ap 650 x 1077
2xc  2x3x108

=1.083 x 10 "%s (4.52)

lau ~
Por outro lado, com os parametros indicados na Fig.4.13 para a curva exponencial podemos calcular a largura de
Gamma(T)
+oo
AT = — / I'(r) dr = 6.78au (4.53)
0

e com o resultado na Eq.4.52 para 1 au, podemos calcular
AT =~ 6.78au x 1.083 x 10™ s ~ 7.3 x 10 "%s (4.54)
Pela relagao de incerteza da TF descrita na sec.B.3, podemos concluir que a largura espectral para essa luz é

Av >1/(7.3 x 107 '°)Hz (4.55)
| AN |= A’Av/c > 193 nm (4.56)

4.3.3.1 Interferometria com luz de um LED

Encontram-se disponiveis no mercado LEDs emitindo luz com relativamente alto grau de pureza espectral e com os
quais podem se fazer experimentos de interferometria. A Fig.4.14 mostra as franjas de interferéncia registradas num
experimento com interferometro de Michelson com um desses LEDs e na Fig.4.15 vemos a representagdo gaussiana que se
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Superposicao das curvas tedricas e experimentais nas Figs. 4.15 e 4.14
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Figura 4.17: Imagem da tela do osciloscépio refe-
rente ao experimento da Fig.4.14 em coordenadas
temporais reais (picosegundos) utilizando o fator de
conversao: 0.161ps/au para 7. A varredura do espe-
lho piezoelétrico no interferémetro foi feito com uma
tensao na forma de rampa, onde as franjas compri-
midas nos extremos correspondem ao retorno rapido
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Figura 4.18: Espectro do LED de 520nm (circulos)
e seu ajuste com uma curva lorentziana na forma
da Eq.(4.46) (tracejada: a = 0.121, wy = 3.62) e

2/ 2
uma gaussiana da forma e~ (W —wo)”/a (continua)
com a = 0.184, wy = 3.63) ambas com abscissas em
unidades 10*rad/s.

da rampa

ajusta melhor aos resultados experimentais desse LED. Para facilitar a comparacao, ambos graficos aparecem superpostos
na Fig.4.16. A Fig.4.17 é a imagem da tela do osciloscépio de onde se obteve a Fig.4.14 mas agora com a base de tempo
convertida para em unidades absolutas. A Fig.4.18 mostra o espectro medido para esse mesmo LED.

4.3.3.2 Espectro de Poténcia de um LED

As Figs.4.19 e 4.20 mostram espectros medidos (o) para dois LEDs. O espectro da Fig.4.20 ndo ajusta perfeitamente
nem para uma gaussiana nem para uma lorentziana. O da Fig.4.19 em cambio, ajusta bem para uma gaussiana da forma

Sw) = ™ g5 — 1) (4.57)
I(r) = TFY{S()} oc e ™ T 12m007 (4.58)

que levou aos seguintes valores:
e \o =c/vp =467 nn
sendo entao o = 6.4 x 10'* Hz
e O valor méximo foi S(vg) = 5400 au
e S1(v1 =c¢/M) = Sa(va = ¢/X2) = S(vo) e ™™ ~ 250 au
com A1 =430 nm e A2 = 510 nm, com AX = A2 — A\; = 80 nm
a0 =Av=5A\= 20080 x 107° = 1.1 x 10" Hz

e Quantas franjas de interferéncia poderdo ser detectadas num experimento de interferéncia utilizando o mesmo
detector usado para medir o espectro?
Considerando a interferéncia de dois feixes de igual amplitude que pode se escrever assim

= 21(0) + 2R{I'(7)} (4.59)

o numero de franjas que se podem observar dependera do numero de periodos observados até a visibilidade cair
até 1/62 do seu valor central, ou seja para Ta®r? = 2 que substituido em

R{C(T)} = 6—71'a27'2 cos(2mvoT) (4.60)

resulta num nimero de franjas

Parte Inteira{@ \/E =4 (4.61)
a\mw
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Figura 4.21: FEspectro de um filtro interferen-
cial Zeiss (circulos), medido no Laboratdrio de
Ensino de Optica/IFGW—UNICAMP, pelo Eng.
A.Costa. A largura a meia altura € de A(1/)\) =~
0.019 um~' e a posicio do mdrimo estd em
Av = 5475 um. A curva continua representa
o ajuste dos dados experimentais por uma gaus-

siana (Eq.(4.62)).

61

16000
12000
3
=
= 8000
=
[ 3]
4000
0 : : :
450 500 550 600
A (nm)

Figura 4.20: Espectro de poténcia medido para um LED, em
unidades arbitrdrias. A curva continua representa uma lorentzi-
ana a(1+62/X2) /(1462 (1/A2=1/78))?+4b* /A\?) com a = 63500
ua, b = 15500 nm, Ao = 519 nm e 228 ua de fundo. A curva tra-
cejada representa uma gaussiana a * exponent—b*(1/\ — 1/Xo)?
com a = 13600 ua, b = 12600 nm e Ao = 520 nm com 1267 ua
de fundo.
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Figura 4.22: Intensidade do mdzximo (quadrados) e
do minimo (circulos) para franjas de interferéncia
(eizo da esquerda) medidas no Laboratdrio de En-
sino de Optica/[FGW—UNIC’AMP, pelo Eng. A.
Costa num interferometro de Michelson. A wisibi-
lidade correspondente (Triangulo cheio, eizo da di-
reita) mostra uma largura a meia altura de A(l) ~
22.3 ym. A curva continua representa o ajuste por
uma gaussiana (Eq.(4.63)).
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4.3.3.3 Filtro interferencial

O espectro de um filtro interferencial da firma Zeiss foi medido e o resultado aparece na Fig.4.21. O grafico original
foi reprocessado para colocd-lo em fun¢ao de 1/A como aparece na figura. A largura a meia altura foi estimada em
0.019 pm ™' e os dados foram ajustados com uma gaussiana da forma

—271'2T0202(l — i)2
S(1/)) o e A Ao (4.62)

que corresponde a expressao de S(v), para pulsos gaussianos, na sec.4.3.2. Os parametros ajustados resultaram ser
2 T2 = 4760 pm®  Toe = 15.5um

Com uma fonte de luz branca passando pelo filtro representado na Fig.4.21 num interferémetro de Michelson produziram-
se franjas de interferéncia. Os méximos e os minimos de intensidade das franjas sucessivas foram medidos e graficados na
Fig.4.22, junto com a visibilidade daf calculada. As abscissas foram calculadas a partir do valor médio (547.5nm) para o
comprimento da luz utilizada, sabendo que cada franja corresponde a uma diferenga de caminho 6ptico de 547.5nm. A
visibilidade graficada na Fig.4.22 tem uma largura a meia altura estimada em 22.3 ym. Os dados da Fig.(4.22) foram
ajustados com uma gaussiana da forma

—(10)*/(215 )

[(1c) x e (4.63)

que corresponde & envolvente da expressao de I'(7) para pulsos gaussianos na sec.4.3.2. Os parametros ajustados resul-
taram ser

1/(2T72¢%) = 0.00395 um ™2 Tpe=11.25 um

Os valores para T,c calculados a partir do espectro da luz na Eq.(4.62) e da visibilidade das franjas de interferéncia na
Eq.(4.63) sao bastante parecidos. J& o produto das respectivas larguras a meia altura

A(%)A(l) = 0.019m ™~ "22.3um = 0.4 (4.64)

estd bastante longe do valor “1”, que deveria dar segundo a teorfa, mas ainda estd dentro da ordem de grandeza
adequada. E interessante apontar que os modelos representados por uma sucessao pulsos retangulares (sec.4.3.1) e de
pulsos amortecidos (sec.4.6.13) se ajustaram muito pior aos dados experimentais, do que para o caso do modelo gaussiano
adotado aqui.

4.3.4 Espectroscopia por transformacao de Fourier.

O espectro de poténcia normalmente se mede usando espectrémetros, que utilizam uma rede de difragdo para separar a
poténcia da radiagdo luminosa sob andlise, em faixas espectrais. Assim determina-se o quanto da poténcia corresponde
a cada faixa espectral. A resolucdo do aparelho depende fundamentalmente do poder separador da rede.

O espectro pode ser tambam calculado a partir da medida de R{I'(7)} feita num interferémetro de Michelson, pela
relagdo de transformagao de Fourier que existe entre S(v) e I'(7). Assim, podemos calcular I'(7) a partir do interferograma
no interferémetro e de ai (via transformagao de Fourier) o S(v). Por causa da “relagao de incerteza” (vide B.3) que existe
entre as funcoes S(v) e I'(7), a resolucao espectral calculada da relacio S(v) = TF{I'(7)} estd determinada pela largura
de I'(7) e por isso serd melhor quanto maior seja a varredura do espelho no interferémetro de Michelson utilizado. De
fato, se estamos lidando com uma luz cuja largura espectral é Av, a envolvente do interferograma (ou seja a envolvente
de R{T'(7)}) terd uma largura A7 > 1/Av. Isso representa um deslocamento espacial do espelho que permita uma
variagao de caminho éptico superior a

cAT > ¢/Av (4.65)

Se o espelho do interferometro nao permite deslocamentos dessa amplitude, ndo poderemos medir corretamente a largura
do interferograma e nao poderemos calcular Av. Quanto mais fina seja a linha espectral (Av) maior terd que ser a
distancia cA7 definida na Eq.(4.65).

4.3.4.1 Exercicios

e Em fungao das relagoes em Eq.(4.13-4.14), posso calcular o espectro de uma radiagao luminosa, a partir da I'(7)
obtida com um interferémetro de Michelson. Qual devera ser a varredura minima do espelho de um interferémetro

de Michelson para que ele possa permitir o célculo de S(v) com uma precisao de 0.1;1, para A =~ 500nm?
Resposta: maior que 25mm.

e O interferémetro de Michelson de nosso laboratério de ensino permite mover um dos espelhos uma distancia
maxima de 5mm. Isso vai determinar a resolucao do aparelho na hora de querer calcular o espectro de alguma
luz ou da luz transmitida por algum material. Nessas condigbes, qual seria minima separacdo entre duas linhas
vizinhas e/ou a largura minima de uma linha que se poderia detectar com nosso aparelho?
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4.4 Sinal Analitico e Transformada de Fourier

O conceito de “sinal analitico” nao deve ser confundido com o de “fung¢ao analitica” que matematicamente significa uma
fungéo que é localmente dada por uma serie de potencias convergente.

Em Optica raramente utilizamos diretamente a expressao real do campo elétrico da onda eletromagnética, mas
utilizamos em geral sua representacao complexa, chamada de “sinal analitico 7. Assim, em lugar da fungao temporal
real

fr(t) = cos(2mvot + @) (4.66)

utilizamos a representacao exponencial
£(t) = M2t +9) (4.67)

cuja parte real representa fr(t). Isto se faz pelas vantagens que a representacao complexa tem do ponto de vista
operacional. Mas o que interessa em ultima instancia é sempre a parte real do sinal analitico. Vamos analisar a questao
um pouco mais detalhadamente.

O sinal analitico ou representagao analitica de uma funcgao real, facilita muitas das operagdes matematicas sobre
essa funcao. A ideia bésica é que as freqiiéncias negativas da Transformada de Fourier (TF) de uma fungdo real, sdo
superfluas (podem ser descartadas sem perda de informacao), devido & simetria de sua TF.

Seja a funcao real fr(t) e sua transformada de Fourier Fr(v)

+oo
Fr(t) = / Frv) ™ qy (4.68)
,oioo
Fr(v) = / Fr(t) 2™ 4 (4.69)
onde
0 “+ oo
fr(t) = / Fr(v) ™! dv + / Fr(v) ™! dv (4.70)
o 0

Por causa do caréter real de fr(t), podemos escrever

Fr(v) = Fr(—v) (4.71)
e entao resulta que
’ 2t ’ 2mV't e 2t
/ Fr(v) ™" dy = / Fr(—=v)e "™ ld(—) = / Fr/)ye TV AW V=—v (4.72)
—0o0 + oo 0
pelo que podemos reescrever a Eq.(4.70) assim
e 2t 2t e 2t
fr(t) = / [Fr(v)e“™" + Fi(v)e ™ dy = 28%{/ Fr(v) ™" dv} (4.73)
0 0

O sinal analitico f(¢) associado & fun¢ao real fr(t) é definido como

FO =2 | Frw)e®™t au (4.74)
/
resultando assim
R{f()} = frt) = 2R]{ / Fr(v) 2t dv} (4.75)
0
S{f()} = f1(t) = 23 / Fr(v) er2mvt dv} (4.76)

onde

f() = Fr(t) +2f1(t) (4.77)
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sendo que fr(t) é a chamada Transformada de Hilbert. Da definigdo do sinal analitico na Eq.(4.74) podemos escrever
que

2FR(Z/) v>0
TF{f(t)} = F(v) = 2Fr(")U(v) = Fr(0) v=0 (4.78)
0 v <0

onde U(v) é a fungéo “degrau” ou de Heaviside (vide sec.A.2). Da Eq.(4.77) resulta

F(v) = Fr(v) +1Fr(v) = 2Fr(v)U(v) (4.79)
de onde concluimos que
Fr(v) v>0
1Fr(v) = 2Fr(v)U(v) — Fr(v) = 0 v=0 (4.80)
—Fr(v) v<0

Para calcular o sinal analitico f(¢) associado & fungao real fr(t), procedemos assim:

F(v) =2Fr(v)U(v) onde Fr(v)=TF{fr(t)} (4.81)

f@)=TF YF@)} = / 2Fr (1)U (v) 2TVt g, — o TF Y Fr(v)} « TFH{U (44)82)

A TF de U(v) (vide sec.(B.2.5)) vale

7

—1 _ v
TF {U(v)} = o (4.83)
que substituida na expressdo acima para f(t) resulta
_ —1 -1 _ fr(§)
f@)=2TF {Fr(v)}*xTF {UW)} =2 [ 1 d¢ (4.84)
2m(t =€)
que permite calcular f(t) a partir de fr(t). Por outro lado, se definimos
Fr(v) =a(v) ) a(v) e ¢(v) reais (4.85)
podemos escrever, segundo Eq.(4.73),
+oo
fr(t) = / 2a(v) cos(2nvt + ¢(v)) dv (4.86)
0
com
+oo
fr(t) = / 2a(v) sin(2nvt + ¢(v))dv (4.87)
0
i 2mut
£(6) = / 2a(v) 2TVt + E(V) gy, (4.88)
0
4.4.1 Exemplo: onda senoidal
Seja a onda real
fr(t) = cos(2mwot) vg >0 (4.89)
Para calcular seu sinal analitico seguindo o raciocinio na Eq.(4.88), basta escrever
F(t) = P2mvol (4.90)
cuja TF serd
TF{2™00) — (1 — 1) (4.91)

que também podemos calcular da Eq.(4.78) como

F(v) = 2Pa(0)U(v) =2 (500 = ) + 300 + ) ) U(w) = 5(v = o) (4.92)
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4.4.2 Exemplo: pulso amortecido

Seja o pulso dado pela expressao real

Ae_at cos wot t>0
t) = = 4.93
gn(t) . =0 (493)
cuja Transformada de Fourier é
—+oo
—at — + w
= [ At wit tdt=A—"" 2 4.94
Gr(v) / e coswo 0t + o7 (4.94)
0
A fungao em questdo pode ser escrita também assim
Ae 0t [6zwot + e Wwol 1/2 t>0
t) = = 4.95
gn(t) . 20 (495)
cuja Transformada de Fourier resulta ser
1 5(w—wo)—|—5(w+wg) A A
G =A = 4.96
R(V) atw 2 2(a + 1(w — wo) + 2(a + 1(w + wo) (4.96)
que ¢ igual & expressao na Eq.(4.94). Se usamos o sinal analitico correspondente
—at _wwot
g(t) = Ae 0 € i i 8 onde wo = 27wy (4.97)
sua Transformada de Fourier, calculada diretamente como G(v) = TF{g(t)}, com w = 27w, serd
A >0
G —  a+ti(w—wp) w= 4.98
(w) 0 w<0 (4.98)
e que equivale ao cdlculo feito pela expressao na Eq.(4.78)
A/2 A/2 A
Gw) =2Gr(w)U(w) =2 + U(w)=——7—"— w>0 4.99
) (@)U () (a+z(w—wo) a+z(w—|—wo)) () a—+ 1w — wo) (4.99)

4.5 Interferéncia e reflexoes miltiplas em filmes e laminas

Este assunto é bastante diferente dos outros tépicos aqui tratados e s6 estd incluido devido a seu grande interesse pratico.
Supondo um raio incidindo com um angulo 6 sobre duas interfaces perfeitamente paralelas, que limitam um meio de
indice de refracdo n, a intensidade da luz transmitida pode ser calculada [7] como:

2
T 1 =2 A, 4 arndcos /A (4.100)

Ir :IO(I—R)21+Fsin2(A/2) (1-R)?

onde R e T sdo a refletancia e a transmitancia respectivamente (em intensidade) de cada uma das interfaces, d a distancia
entre as duas interfaces, §’ o valor de § dentro do meio entre as duas interfaces, A o comprimento de onda da luz (no
vécuo), e 0r a eventual mudanca de fase provocada pela reflexdo em cada uma das interfaces. Quando R = 1, a luz
transmitida apresenta picos muito estreitos, o que permite separar facilmente comprimentos de onda muito préximos. O
instrumento com estas carateristicas chama-se Interferometro de Fabry-Perot e ele tem usualmente uma capacidade de
resolugao espectral muito grande. Quando R < 1, FF < 1 e a Eq.(4.100) pode-se aproximar a

2
It =~ 10(13173)2 (1 - Fsin®(A/2)) (4.101)
que representa uma funcao senoidal de modulagdo muito pequena.

Pode-se observar esse tipo de comportamento ao fazer espectrofotometria de transmissao num filme ou lamina finos,
cuja espessura Optica (nd) seja menor que o comprimento de coeréncia da luz utilizada. A Eq.(4.101) pode ser utilizada
para analisar esse espectro de transmissao e calcular a espessura e/ou o indice de refracao do filme ou lamina. J4 sabemos
que a coeréncia é maior quanto menor a largura espectral. Esta ultima depende da largura da fenda do monocromador
utilizado no espectrofotémetro, pelo que o comportamento descrito pela Eq.(4.101) poderd ser observado (dentro de
certos limites) ao reduzir suficientemente a largura da fenda do monocromador (vide problema 4.6.15) .
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Figura 4.24: Inversa da Transmitdincia (base 1 e
nao 100) no eizo da esquerda, e nimero de ordem
dos extremos sucessivos na Transmitincia (qua-

Figura 4.23: T) itancia (%) d l de fot )
& ransmitdncia (%) de um filme fino de fotorresina drados) no eizo da direita, ambos vs. 1/\.

sobre um substrato de widro, medido com o espectrofotometro
do Laboratério de Ensino de Optica-IFGW/UNICAMP (Dados

pertencentes e fornecidos pela Profa. Lucila Cescato).

A Fig.4.23 mostra o espectro de transmissao de um filme fino de fotorresina sobre um substrato de vidro. O substrato
de vidro tem alguns milimetros de espessura pelo que sua espessura é maior que o comprimento de coeréncia da luz
utilizada. O filme é suficientemente fino para permitir observar as interferéncias multiplas descritas pelas Eq.(4.100)-
Eq.(4.101). Na Fig.4.24 foi graficado o inverso da Transmitancia (base 1 e ndo %) (eixo da esquerda) enquanto que no
eixo da direita foi graficado (quadrados) o nimero de ordem dos extremos (mdximos e minimos) sucessivos, comegando
arbitrariamente no nimero de ordem de interferéncia N=1. Da Eq.(4.100) deduzimos que (supondo incidéncia normal
onde cos 0'=1)

1
4ndx = N ndmero de ordem (4.102)
sendo que do ajuste linear na Fig.4.24 e do fato que x=1/\ calculamos a espessura 6ptica do filme nd=4100 nm. Sabendo
que esses filmes tém um indice de refracdo da ordem de 1.6, podemos estimar a espessura geométrica d ~2563 nm. E
interessante notar o excelente ajuste dos dados (quadrados) na figura com uma linha reta, o que significa que a dispersao
cromética do indice de refragdo, se existe, é menor que a precisdo das medidas, pelo menos na faixa espectral analisada.

4.5.1 Laminas

Uma situagao de interesse pratico aparece no caso de nd ser bastante maior que o comprimento de coeréncia da luz, ou
também, no caso em que as duas interfaces sejam pouco paralelas de forma que o periodo das franjas de interferéncia
resultantes ndao possam ser espacialmente resolvidas pelo foto-detector. Supondo ainda que o material apresente um
coeficiente de absor¢ao o em intensidade, a luz transmitida, a refletida e a absorvida podem ser escritas, respectivamente,
como

—ad
_ (1—-R)?e™ @
s T e 1)
—2ad
_ (1 - R)*Re
IR = .I() R'l‘w (4.104)
_ _ —ad
o= pA=Ri-c ) (4.105)

1— Re—0d

Como exercicio, verifique que It + Ir + Ia = I,.
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Figura 4.25: Sinal Doppler

4.6 Problemas
4.6.1 Fendas de Young

Seja um experimento de Fendas de Young onde a distancia entre as fendas (supostas infinitamente estreitas) é de Imm.
Ilumino as fendas com uma luz de 590nm, cujo grau de coeréncia complexo é da forma:

_wT TC
v(r)=e (100um)

onde w corresponde a luz de 590nm e ¢ é a velocidade da luz no vdcuo. Observando as franjas de interferéncia que se
formam numa tela a 1 metro de distancia, calcule:

1. O periodo da franjas.
Resposta: 0.59 mm

2. A visibilidade das franjas na regiao central (ordem de interferéncia préximo de zero).
Resposta: 1

3. A visibilidade das franjas a 5 cm da franja central.
Resposta: 0.5

4. Quantas franjas vou poder observar ao todo, na tela?
Resposta: 339

4.6.2 Velocimetria Doppler

Num interferémetro de Michelson, um dos espelhos esta fixo e o outro se move com uma velocidade constante de 10mm/s.
Se uso uma luz de A=670nm e observo o sinal de interferéncia na saida com um fotodetector:

1. Qual serd a frequéncia do sinal elétrico do fotodetector

2. Se a largura espectral desse laser é de A\ =~ 0.01lnm, quantas franjas de interferéncia podem passar como maximo
por esse fotodetector?

4.6.3 Medida de vibracgoes por efeito Doppler
A figura 4.25 mostra o sinal Doppler num experimento de medida de vibragées mecanicas por efeito Doppler com laser
de A=633 nm visto na tela do osciloscépio. Calcule:

1. A velocidade méaxima do alvo
RESP.: vy = 1.41mm

2. A freqiiéncia de oscilacao do alvo
RESP.: 290 Hz

3. A amplitude de oscilagao
RESP.: 0.774pm
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Figura 4.26: Esquema de um experimento de inter- Figura 4.27: Visibilidade das franjas de interferéncia no

feréncia experimento da Fig.6.3 em funcdo da posicao do prisma
retrorefletor B (do trabalho de tese de Mestrado de Ivan

de Oliveira).

4.6.4 Interferéncia, coeréncia e visibilidade

Na Fig.4.26 se mostra um experimento onde um feixe laser (A = 514.5nm) é dividido (com o “beamsplitter” BS) em
dois, os quais (por meio dos espelhos E) interferem entre si formando um angulo de 30°. Na regiao do espago onde os
feixes se superpdem, se formam franjas de interferéncia (plano FI). Um sistema de dois prismas (A e B) é utilizado para
variar o comprimento (caminho 6ptico) de um dos feixes que interferem. Como o periodo espacial desse padrao de franjas
é muito pequeno para ser observado ou ainda medido, usa-se uma lente para projetar esse padrao ampliado, sobre um
foto-detector (F no plano P), o qual é usado para medir a visibilidade das franjas em fungao da posigdo do prisma B.
O resultado aparece na Fig.4.27, onde os circulos indicam os dados experimentais, e a curva continua utilizada para o
ajuste desses dados é:

y—ae (T d)?/v?

sendo que os valores a = 0.34, b = 35.8mm e d = 44.7mm resultam desse ajuste. Note que uma variacao de uma unidade
na posicao de B, significa o dobro em termos de variacdo de caminho éptico por conta do percurso de ida e volta da luz
nesse dispositivo.

1. Calcule a diferéncia de caminho éptico correspondente a um perfodo espacial das franjas de luz no plano (FI) de
interferéncia.
Resposta: 514.5 nm

2. A partir da férmula acima, que descreve a visibilidade das franjas, formule uma expressdo para |v(7)|.
2 /2
Resposta:|y(7)| = ¢~ 7 /To T, = 2b/c ~ 239ps.
3. Note que a visibilidade no maximo é bastante menor que 1. Quais podem ser as causas?

4. Qual é a posicao do prisma B onde os dois bragos do interferémetro sao iguais?
Resposta: z = 44.7 mm

5. Qual é o comprimento de coeréncia dessa luz?

2
Resposta: [, = 2b\/7 &~ 127mm, utilizando o critério indicado na sec.B.3 e lembrando que ffooo eV de =7

6. Quantas franjas de interferéncia vou poder detectar movendo o prisma B de ambos lados do maximo, até o ponto
onde a visibilidade cai para a metade do seu valor no maximo?
Resposta: 232047.

4.6.5 Comprimento de Coeréncia

O fabricante de um laser de emissao continua, de Nd-YAG, com dobrador de freqiiéncia (A = 532nm) e 500mW de
poténcia, alega que o comprimento de coeréncia é maior que 150m. Nesse caso, qual deve ser sua “pureza”’ espectral?
Resposta:

AX =~ 1.9 x 10" %nm
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Figura 4.28: Franjas de interferéncia observadas com um LED de A = 520nm num interferometro de Michelson
ao mover um dos seus espelhos com um cristal piezoelétrico acionado com uma tensao na forma de uma rampa.

4.6.6 Espectro de Poténcia

Prove que, em se tratando de uma fungao real, o seu espectro de poténcia deve ser simétrico, isto é: S(v) = S(—v). Para
isso leve em conta que:

1. S(v) é a TF de I'(7)

2. considere o resultado em 4.6.11

4.6.7 Luz branca no Interferémetro de Michelson

Num interferémetro de Michelson com luz “branca” observo ume franja de interferéncia central e 5 franjas de cada lado,
ao deslocar um dos espelhos e utilizar um fotodetector para detectar essas franjas. Sabendo que o pico de sensibilidade
desse detector ocorre para A=800nm, calcule:

1. O comprimento de coeréncia da luz “branca” filtrada pelo fotodetector (R: 8800nm)
2. O comprimento de coeréncia dessa luz se ela fosse effetivamente branca e néo apenas “branca”. (R: 0)

3. A largura de banda efetiva (em nanometros, por ex.) do fotodetector para a medida da luz. (R: 146nm ou
734nm-880nm)

4.6.8 Interferograma de um LED

A Fig.4.28 mostra o interferograma de um LED (em unidades arbitrédrias) obtido no interferometro de Michelson. Com
as informagbes dessa figura, faca um grafico da visibilidade e, supondo que seja uma distribuicdo gaussiana, estime a
largura do espectro da luz desse LED.
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Figura 4.29: Espectro de um diodo e seu ajuste por uma gaussiana (curva preta) e pela Eq.(4.46) (curva azul), com os
parametros correspondentes indicados na figura

4.6.9 Espectro de um LED

A Fig.4.29 mostra o espectro de um diodo violeta, que foi ajustado com uma gaussiana

2 2

y= ae b (1/c—1/z) (4.106)

resultando os valores a = 4957, b = 1.76 X 10*nm e ¢ = 467 nm~!. Também foi ajustada com uma curva como na

Eq.(4.46) resultando V' N|A|/|a| = 147, ¢/|a| = 2.53 x 10*nm and \g = 467nm. Fica obvio que ésta tltima ajusta muito
melhor. Com esses dados, encontre alguns parametros de interesse para essa luz.

4.6.10 Dubleto do sédio

Na luz emitida pela lampada de sédio existem duas linhas muito préximas (A;=588.995 nm e A\2=589.592nm ) e de
intensidades similares [8].

1. Descreva formalmente o espectro de poténcia dessa luz, supostamente formada apenas por esse dubleto, e supondo
ainda que cada linha ¢é infinitamente estreita.
Resposta:

Sw)=TI[6(v—v1)+ (v —12)] v =c/\ vo =c/Ao

2. Calcule a parte real da fungdo de auto-correlagao.
Resposta:

V1 + 2 1/1—1/2)

T'(r) = 21 cos(2nT 3

) cos(2mT

3. Calcule o comprimento de coeréncia dessa luz.
Resposta: infinito.

4. Supondo que uso essa luz num experimento de Michelson, calcule a expressdo da intensidade na saida, com especial
atencao ao termo de interferéncia.
Resposta:

Ir=11+ 1> +2§R{F(T)}

5. O experimento de Michelson serviria para medir a separacao das linhas do dubleto? Explique como faria.

6. Narealidade ambas linhas néo sao infinitamente estreitas [8, 9] mas tém uma largura de aproximadamente 0.006nm:
qual serd o efeito dessa largura nas respostas para os 3 primeiros itens acima?
Resposta:
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(a)

2 2
S(v) = el [b(v—v1)+o(w—w)]xe ¥ /ao ao = cAN/N* ~ 517 x 10° Hz

(b)
() = 21 cos(2rr(n +12)/2) cos(2m7 (1 — va) /26”07
(C) C/ao ~ 58 mm

4.6.11 Funcao de auto-correlacao

Prove que

1. a fungao de auto-correlacao I'(7) satisfaz em geral a seguinte propriedade:

DICA: utilize apenas a definicdo de I'(7)

2. para o caso de uma funcao f(t) real, sua auto-correlacao é simétrica, isto é I'(7) = I'(—7)

4.6.12 Espectro continuo

Suponha uma luz que tenha um espectro continuo e constante (entre A1=500.0 e A2= 600.0 nm).

1. Represente matematicamente o seu espectro de poténcia.
Resposta:

1 (A1 + A2) c c
= Zrect((v — v, Yy = ——— =) =_ - —
S(v) JTec (v —1o)/a) v I a N
Veja a defini¢ao de “rect” em B.19.

2. Calcule a funcao de auto-correlagao.
Resposta:

I'(7) = sinc(aT) ei27r1/o7'

Veja definigao da fungdo “sinc” em B.19.
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3. Calcule a visibilidade das franjas de interferéncia, quando observadas num interferémetro de Michelson, por exem-

plo.
Resposta:

VY = |I'(1)/T(0)| = |sinc(aT)|

4. Calcule o comprimento de coeréncia dessa luz.
Resposta: c¢/ax 3025 nm

4.6.13 Espectro de pulsos amortecidos.

Seja uma sucessao de pulsos reais cujo sinal analitico tem a formas:

f(t):Ae_at_iw"t para t >0 a>0
f(t)=0 para t<0

sendo a? < w?. Considerando que N é a taxa de emissdo desses pulsos, calcule
1. o espectro de poténcia
Resposta:
N|AP N AP

S(v) = 1 1
T 4a?+4m2(v — )2 4 a? +4n2(v + v,)?

2. a poténcia dessa radiagao
Resposta:
N|A]?
4a

(4.107)
(4.108)
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3. a energia da cada pulso
Resposta:

IS

S
Q

4. a funcao de auto—correlagao
Resposta:

N 2
_N[A[T —Jar|
I(r)=——c¢ cos(woT)
4a
5. o termo de interferéncia tal como seria observado num interferémetro de Michelson, por exemplo, ao ser iluminado
com essa luz.

Resposta:

_NIAP —Jar|

M (1)} =

cos(woT)

4.6.14 Pulsos gaussianos

Seja uma onda luminosa quase-monocromatica de freqiiéncia angular w,, formada por pulsos gaussianos da forma:
22
f(t) _ e—t /TO eZUJOt
1. Calcule o espectro de poténcia dessa luz.
Resposta:
2

_ 2 (W — wo)
Sy« alle ° 2

2. Calcule a fungao de auto-correlagao.
Resposta:

2
-
(1) To\/ge 273 iwoT

3. Escreva a expressdo matematica do termo de interferéncia da luz observada num interferémetro de Michelson ao
ser iluminado com essa luz.
Resposta:

7_2

T\ 2me 213 cos(woT)

DICA.:

4 b? — 4ac

/ e—(ax2+bx+0)dx:\/fe 4a
oo a

4.6.15 Filme fino e espectro de poténcia

Para que num experimento de espectroscopia por transmissao, possa ficar em evidéncia o padrao de interferéncia pro-
duzido pelo filme fino, é necessdrio que a luz produzida pelo monocromador do aparelho seja suficientemente “mono-
cromatica”, isto é, que tenha uma largura spectral suficientemente estreita. Isto se consegue, dentro de certos limites,
dimunuindo a largura da fenda no monocromador (ao custo de reduzir a intensidade da luz disponivel e, conseqiiente-
mente, aumentando o “ruido” na medida). Para o caso exemplificado na Fig.4.23, quél deve ser a largura espectral da
luz de maneira que apareca o padrao de interferéncia do filme fino mas nao o da lamina de vidro?

Resposta:

Inm << AN << 250nm
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4.6.16 Filme fino

Um filme fino (indice de refragdo de aproximadamente 1.5) depositado sobre uma lamina transparente de vidro de =
1 cm de espessura, é colocado num espectrofotometro sob incidéncia normal, para medir o espectro de transmissao. O
espectro resultante apresenta a modulagao tipica caracteristica de interferéncia multipla. Dentre o conjunto de maximos
e minimos de interferéncia que aparecem, observamos dois maximos sucesivos em A=520nm e em A= 530nm. Com esses
dados,

1. calcule a espessura geométrica do filme fino.

2. dé uma razao possivel para explicar o fato que a lamina de vidro nao tem, aparentemente, nenhuma participacao
no padrao de franjas observado.

4.6.17 Lamina de faces paralelas

Seja o caso de interferéncia numa ladmina transparente de faces paralelas representado na Fig.4.4.

e Mostre que para incidéncia quase normal, se verifica a Eq.4.3 reproduzida embaixo

n

3 _ 2
a; — o

D=

onde D é a espessura da lamina, n é o indice de refracdo do vidro e A é o comprimento de onda da luz (suposta
coerénte). Os angulos a1 e a2 sdo os angulo de incidéncia do feixe onde podem-se ver dois minimos de interferéncia
consecutivos.

OBS: sinf~0ecosf~1—0*/2paraf <1

e Num experimento realizado em aula, foram obtidos os seguintes dados:

— a lamina utilizada foi um porta objeto de microscopio com espessura aproximada de 1mm,

iluminagdo com um laser de He-Ne de A = 0.6328um,
— posigao angular da lamina para incidencia normal (« = 0): 3°41" + 1/,

— posicao angular da lAmina para uma franja escura: 2°58,

posigao angular da lamina para a franja escura seguinte: 1°48',

indice de refragao estimado para o vidro: 1.50 & 0.005.

Com os dados acima calcule a espessura da lamina e estime a precisdo dessa espessura.
Resposta: D =1.025 mm e AD/D =~ 3% devido basicamente aos erros de medida dos angulos.
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Capitulo 5

Difracao e ()ptica de Fourier

Estudaremos a difracdo da luz utilizando as ferramentas proporcionadas pelo formalismo da Transformagao de Fourier,
que simplifica consideravelmente a resolugdo dos problemas. Este formalismo introduz em cambio algumas aproximagoes
cuja validade deve ser discutida em cada caso. Primeiramente vamos analisar o formalismo cldssico para o cédlculo da
difracdo, baseado na superposicao de ondas, como é apresentado no textos usuais de Optica [8], para depois estudar uma
formulacao mais rigorosa que leva a abordagem da Optica de Fourier. A teoria escalar da difracdo serd desenvolvida
detalhadamente & partir do teorema de Green até a formulagdo mais completa, de Rayleigh-Sommerfeld.

A parte final deste capitulo trata da transformacao de Fourier pelas lentes e do processamento de imagens, sempre
nos limites da Teoria Escalar e do ponto de vista da Optica de Fourier.

O primeiro registro do fenémeno da difragdo apareceu num trabalho de Leonardo da Vinci (1452-1519), mas a des-
cri¢ao rigorosa so apareceu num livro (1665) de Grimaldi. Na época dominava amplamente a teorfa copuscular que nao
podia explicar a difragdo. O primeiro a propor uma teoria ondulatoria foi Huygens, em 1678, que aparentemente desco-
nhecia o trabalho de Grimaldi. Em 1818 Fresnel publicou um trabalho mostrando que a difragdo poderia ser explicada
com a construcdo de Huygens para a propagagao da luz, junto com o principio de interferencia das ondas. Em 1882
Kirchhoff colocou o assunto sobre bases matematicas mais sélidas e desde ent&o o assunto foi evoluindo permenentemente.

5.1 Formalismo classico

Nesta primeira parte resolveremos problemas classicos de difracdo utilizando, sem maiores preocupacoes formais, o
principio de superposi¢cdo de ondas formulado por Huygens.

5.1.1 Principio de Huygens-Fresnel

Huygen formulou uma teoria para a propagagdo da luz sob a perspectiva ondulatéria. A formulagdo, chamada de
Huygens-Fresnel estd esquematicamente ilustrada na Fig.5.1. Maiores detalhes podem ser encontrados, por ex. na
ref.[6]. O ponto fundamental é que a propagagio da luz é vista como uma sucessao de ondas esféricas secunddrias sendo
geradas em cada ponto da frente de onda primaria, e isso pode ser aplicado ao estudo da difragao.

5.1.2 Difracao por uma fenda

Antes de nos aprofundar num formalismo matematico mais complexo vamos estudar a difracdo com a abordagem ondu-
latéria mais simples. Vamos supor uma onda luminosa plana de amplitude Ey incidindo perpendicularmente no plano da
fenda como ilustrado na Fig.5.2. Queremos calcular a amplitude da onda que chega ao ponto P no anteparo, vindas da
fenda e isso representa a difracao da luz pela fenda, vista no ponto P no anteparo. Para isso vamos decompor a fenda em
pequenos segmentos de comprimento a (o comprimento da fenda) e de largura dx, suficentemente pequena para poder
supor que a amplitude é uniforme em cada segmento. Calculamos a contribuigdo de cada um desses elementos da fenda,
sobre o ponto P, e somamos todos. Calculemos primeiro a amplitude dE; que chega ao ponto P no anteparo, vinda do
segmento na posicado x medida a partir do centro da fenda:

Foadx .
dE, = P sin(kr — wt + kA) (5.1)
onde A=uzsing e k=2m/\ (5.2)

para r>b

75
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Segundo Huygens, cada ponto de uma frente de onda pode
ser considerado, por sua vez, como um centro gerador de
uma onda esférica (secundaria) centrada nele. A frente de
onda principal num tempo posterior estd determinada pela
envolvente, num dado instante, da todas essas ondas secun-
darias. As amplitudes e fases dessas ondas secundarias te-
riam que ter determinadas propriedades matematicas para
descrever corretamente o fendmeno e fazer com que, por
exemplo, a onda se propague para frente e nao para tras.

Figura 5.1: Teoria de huygens para a propagagio da luz

onde A é a diferenca de caminho em relagdo ao centro da fenda. A expressdo simétrica a mesma distancia r mas para
acima é

Eod
dE, = l;)rx sin(kr — wt — kA) (5.4)
e a soma dos dois fica
_ Eodl’ .
dE =dE, +dE, = " 2sin(kr — wt) cos(kA) (5.5)
porque sina 4+ sin 3 = 2sin a ; p cos < ; A (5.6)
Para calcular a contribuicao da fenda toda, sobre o ponto P, integramos de 0 até b/2 assim
x=b/2 b/2
2E, . .
E = dE = — sin(kr — wt) cos(kz sin 0)dx (5.7)
x=0 br 0
. . b/2 . .
_ 2Ep . sin(kz sin 0) 2B . sin(k(b/2) sin 0)
= 3. sin(kr — w) |: R . =3 sin(kr — w) R (5.8)
_ Eo . sin(k(b/2) sin 0)
E = . sin(kr — w) 5(0/2) sin 0 (5.9)

Para calcularmos a intensidade correspondente a essa amplitude, devemos calcular a média temporal do médulo quadrado
dessa amplitude assim

1(6) =< | B >= (%) <%> < sin®(kr — wt) > (5.10)
sabendo que < sin®(kr — wt) >=1/2 concluimos que
1(6) = 1(0) <%> 10) = 328 (5.11)

Podemos escrever o resultado acima de forma simplificada chamando ® = kbsin 0, que representa a diferenca de fase dos
dois raios saindo dos extremos da fenda, e substituindo na férmula acima

16) = 1(0) (Sig‘/z/ 2) (5.12)
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fenda
anteparo
r
b}
P
fenda I
r
r
b2
| | 0
43 r
A= ¥ sin{0) antepbfo

Figura 5.2: Difragdo por uma fenda de largura b e comprimento infinito, observado num anteparo a uma distancia muito
grande.

lembrando que  lim (5.13)
B0

5.1.3 Fenda dupla

Para o caso das duas fendas ilustradas na Fig.5.3 o procedimento é similar excepto que x é medida apartir do centro de
simetria das duas fendas e a integracao deve estar de acordo com este novo esquema. Partindo da Eq.(5.7)

9E @=L/24b/2
E = Z=° sin(kr — wt) / cos(kz sin 0)dx (5.14)
br x=L/2-b/2
P L/2+b/2
= Zb—E“O sin(kr — wt) l:ibm.(’ﬂkf 51911 9):| (5.15)
r s L/2-b/2
Eo . sin(k(L/2 + b/2) sin @) — sin(k(L/2 — b/2) sin 0)
- Lo _ 5.16
. sin(kr — wt) 7 (b/2) sin 0 (5.16)
E = % sin(kr — wt)2 cos(k(L/2) sme)% (5.17)
Com o mesmo raciocinio desenvolvido para a fenda tnica, calculamos agora a intensidade total como
2
9 . sin(k(b/2) sin 0
_ Sniflo/2)smo 1
1(0) = 41(0) cos®(k(L/2) sin ) ( R(6/2) im0 (5.18)

2 o .
sabendo que 2cos” @ =1+ cos2a que substituimos acima, resulta
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antep|
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[=i

I A= X sin(9)

Figura 5.3: Difracao por duas fendas de
largura b e comprimento infinito, sepa-
radas de uma distancia L e observada
num anteparo a uma distancia muito
grande.
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Figura 5.5: Multiplas fendas
de largura infinitamente fina:

Figura 5.4: Multiplas fendas Pente de Dirac
com largura finita: rede de di-
fracao
_ sin(k(b/2) sin 0 : .
1(0) = 21(0) (7k:(b/2) s [1 + cos(kLsin0)] (5.19)
sin ®/2 : . - .
1(0) = 21(0) /2 [1 4 cos(kLsin€)] onde & = kbsinf (5.20)

Note que o termo entre parentéses retos representa a difragdo por duas fendas infinitamente finas (Experimento das
Fendas de Young) separadas de uma distancia L enquanto que o primeiro termo representa a difragdo por uma fenda
larga (largura b). Assim o resultado pode ser interpretado como sendo a difragdo de duas fendas finas, modulada pela
difracao da largura real de cada uma delas.

5.1.3.1 Fenda dupla: outra forma

Podemos calcular a difracdo de uma fenda dupla escrevendo a amplitude complexa a difratada no plano de observagao
de uma das fendas e adicionando a outra, com uma defasagem § devido ao seu deslocamento longitudinal L no plano
difratante assim:

A=a+ aet® 0 =kLsinf (5.21)
e calculando a intensidade na forma usual
|A? = AA" (5.22)
= JaP 1+ Py (14 e ) (5.23)
= 2]al®(1+4cosd) (5.24)

Substituindo a pela sua expressao em Eq.(5.11)
2
2 sin(k(b/2) sin 0)
=7 SIS/ 2) ST
o= 1(0) < k(b/2) sin 0
resulta:

B sin(k(b/2) sin0) \ > .
I=2I(0) (W) (1+ coskLsin®) (5.25)
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Figura 5.7: Envelope de modulagio
das ordens de difragdo referente a
rede representada na Fig.5.6

Figura 5.6: Espectro de difragio de uma
conjunto de 20 fendas retangulares de lar-
gura 3um com especamento de 10um entre
elas.

Figura 5.8: Largura das ordens de
difracao da rede da Fig.5.6

5.1.4 Multiplas fendas: Rede de difragao

Seja o caso de uma sucessao de muitas fendas de largura finita como representado na Fig.5.4, em cujo caso a expressao
na Eq.(5.21) pode ser generalizada assim

0 20

Ad? = a(l+ e 4 20 44 eV — 1)5) (5.26)
1 NG
= a——— d=2rLsin0/\ = kLsin6 k=2m/) (5.27)
1— ¢fd
com a intensidade
. _ _iN6 { _ —iNJ
I « |A67'9 |2:Az:a21 c 1-¢ -
1— el 11— il
I o & 1 —cos N&
1—cosd
e sabendo que
1 —cosa = 2sin®(ar/2)
a expressao acima fica assim:
o sin®(N6/2)  sin®(Nk(L/2)sin0)
sin?(6/2)  sin?(k(L/2)sin @)
Substituindo o valor de a para uma unica fenda:
2
sin(k(b/2)sin0) \ " sin®(Nk(L/2) sin 0)
I x=1(0 5.28
o= 1(0) ( k(b/2) sin 0 sin?(k(L/2) sin 0) (5.28)

onde os termos em vermelho e em azul representam respectivamente a contribuicdo da estrutura de uma fenda e da
estrutura periodica.

Vamos analizar mais detenidamente o caso da difracdo de uma rede com N = 20, L = 10pm, b = 3um e A = 0.5um
cujo espectro de difracdo angular estd representado na Fig.5.6. Em funcao da Eq.(5.28) temos que o espagamento
(angular) entre as ordens pode ser calculado em fungdo do denominador do termo azul (dltimo termo & direita)

A(sinf) = A\/L = 0.05um (5.29)

como indicado na Fig.5.6. A intensidade de cada ordem (mais intensa no centro para 6 = 0) estd modulada, por causa
da largura finita de cada fenda, e ela pode ser calculada em funcao do termo vermelho (segundo termo a direita) na
Eq.(5.28) que representa um envelope cujo primeiro minimo (angular) vale

Asin® = A\/b = 0.167pum (5.30)

como representado na Fig.5.7. Cada um dos ordens de difragdo tem uma largura finita, devido ao tamanho finito da rede
(N=20 fendas), o que pode ser calculado em fun¢éo do numerador do termo azul (dltimo termo & direita) na Eq.(5.28)

A(sin0) = % = 0.05um (5.31)

como ilustrado na Fig.5.8.
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Intensidade (umd. arbit.) Intensidade (unid. arbit.) Intensidade (unid. arbit.)
4 400
E

. . . L Sin 6 (rad) Sin 6 (rad) Sin 6 (rad)
-02 01 0.1 02 -02 01 0.1 02 -02 01 0.1 02

Figura 5.9: Difracao de uma rede com periodo L = 10um, A = 0.5um e fendas infinitamente estreitas com N = 2
(esquerda), N = 3 (centro) e N = 20 (direita)

5.1.5 Pente de Dirac

Para o caso em que a largura das fendas seja infinitamente fina, a Eq.(5.28) fica assim

sin?(Nk(L/2) sin 0)
sin?(k(L/2) sin 0)

I(sin@) = 1(0) (5.32)
A Fig.5.9 mostra como a as diferentes ordens de difragdo vao ficando mais estreitas a medida que o nimero de fendas
aumenta de 2 (estrutura senoidal perfeita, como no caso da interferéncia nas fendas de Young), aumentando para 3 e
finalmente para 20 fendas. A medida que o nimero de fendas aumenta, a estrutura de difracio vai se parecendo cada vez
mais com um pente. No limite para N muito grande, temos a expressao de um pente de Dirac (vide secs.A.1 e B.2.6).

Lsin
10) = 10) (25 (5.33)
Lsin® sin 7N L sin 0
= lim ——2— 5.34
( b\ ) N—oo sin 7\'1‘;1110 ( )

Como nos casos anteriores, a posigao e largura (angulares) das ordens de difracdo resultam ser respectivamente

Asinf = \/L (5.35)
A
Asinf = — 5.36
sin NI ( )
mas a intensidade da cada ordem resulta ser
1(0) = 1(0) A}im N (5.37)

e a poténcia de cada ordem serd, na aproximacao de uma figura triangular,

1(0) lim %N — [(O)N/L (5.38)

— 00

que resulta ser um valor finito.

5.1.6 Orificios circulares

Como ¢ a difracao por um orificio circular? E a de um nimero muito grande de orificios iguais e regularmente alinhados,
com periodo L? E a de um nimero muito grande de orificios iguais mais aleatoriamente alinhados? Compare com as
férmulas de difracdo para uma rede:

0 0

42y AN =18

Aeia = a(1+ei
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5 sin?(N§/2) o2 sin®>(mNLsin0/\)
sin?(6/2) sin®(rLsin 6/)\)

5.2 Teoria escalar

Nesta secao faremos uma abordagem matemtica mais geral do problema da difragdo escalar. Para isso nao levaremos em
conta a natureza vetorial da luz, para o que teremos que supor que os contornos da abertura de difracdo ndo modifica
a luz na abertura. Isso pode ser aceito se a as dimensoes da abertura sao grandes comparadas com o comprimento de
onda da luz.

Seja a expressdao da onda
u(z,t) = U(P)cos(2nvt + ¢(P) (5.39)
— RUP) e yp) = Up) e 0P (5.40)
que deve verificar a equagdo da onda pelo que deve ser

1 92
<v2 - Eﬁ) u(P,t) =0 (5.41)

Em se tratando de uma onda harménica, a equagdo acima simplifica-se assim (vide Eq.(2.59)):

(V2+E)UP) =0 (5.42)

5.2.1 Teorema de Green

Comegaremos com uma abordagem geral do problema, demonstrando o teorema de Green para a difracao, ponto de
partida para uma formulacao matemtica rigorosa. Este teorema bésicamente diz que, se conheco a amplitude (complexa)
da onda e sua derivada, numa superficie fechada, posso calcular o valor dessa onda num ponto qualquer dentro do volume
encerrado por essa superficie. Essa formulagdo é muito geral e pouco util para o célculo pratico da difracao e por isso
precisaremos elaborar ela um pouco mais até chegarmos a uma formulacido de interesse pratico. Esse serd o objetivo
desta segao.

5.2.1.1 Teorema de Gauss

Comecgaremos com o Torema de Gauss que se formula assim

/ V.Ady = ]{ Ads (5.43)
v S

onde a superficie S envolve completamente o volume V' como indicado na Fig.5.10. Se definimos

A= ¢V (5.44)
e calculamos a divergéncia
V.A=V.(VY) = ¢V + V.V (5.45)
e integramos no volume
/ V.(¢Vy)dv = / (pV>% + V. Vep)dv (5.46)
14 Vv

Utilizando o Teorema de Gauss, podemos substituir o termo da esquerda na Eq.(5.46) por uma integral de superficie
para ficar assim

f{ PVip.ds = / (¢V2 + V. Vp)dv (5.47)
s s
Substituindo ¢ pelo 1, e viceversa, na Eq. acima e sustraindo uma da outra fica
f{ (pVep — YV ) .ds = / (V¢ — ¥V?¢) dv (5.48)
s v
Podemos também escrever
Vo.ds = 99 4 (5.49)
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s A
_\AE}S

V

Figura 5.10: Teorema de Gauss

onde n é a normal a superficie (paralela & ds), dirigida de dentro para fora, e que substituida na Eq.(5.48) resulta

oY 0¢ o 2 2
?i@% - %) ds = /V (pV?h — pV?¢) dv (5.50)
E importante lembrar que
9¢
on (5.51)

representa a derivada ao longo da normal & superficie nesse ponto.

5.2.1.2 Teorema de Green

Sejam duas funcoes escalares complexas U(P) e G(P) que podemos substituir respectivamente no lugar de ¢ e 9 na
Eq.(5.50)

L0 0GN [ s 20y 4.
ﬁ(g% fu%) ds = /V (GVU —UV?G) dv (5.52)

onde a superficie S encerra o volume V' e 7 é o vetor unitdrio normal & superficie S no ponto em questao, como ilustrado
na Fig.5.10.

5.2.2 Formulacao de Kirchhof

O problema da difragdo, na formulacao de Kirchhof resume-se assim: Trata-se de calcular o valor da funcao ¢ no ponto
Py em se conhecendo o valor dessa fungao

Uu(p)

e de sua derivada
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S

Calcular U(P,) conhecendo os valores de

UP) PeS (5.53)
[8L{(P)

P .54
In ]Pl 1 €85 (5.54)

Figura 5.11: Formulagao de Kirchhof

sobre uma superficia que encerra o volume onde se encontra o ponto Py em questao como representado na Fig.5.11:
Escolho uma funcéo auxiliar de Green da forma

e’Lk‘Tol

G(h) = (5.55)

To1

Ambas U e G sao ondas harménicas, a primeira por defini¢do, e a segunda pela sua formulagdo em Eq.(5.55). Entéo elas
devem verificar a equagdo da onda na formulacdo de Helmholtz na Eq.(2.59)

(VP4+ kU =0 (5.56)
(VP4 k)G =0 (5.57)

que substituidas na Eq.5.52 permite escrevé-la assim

%s(g_‘“gg) / (0K U —UK*G) dv =0

. ou aG -
ou seja que ?{ (g% - Ua ) ds=0 (5.58)

Agora vamos excluir o ponto Py do volume V| o que fazemos envolvendo ele numa esfera de raio ¢ < 1. O volume em
questao estd agora limitado pela superficie externa S e a interna (da pequena esfera de raio €) Se, como indicado na
Fig.5.12. A Eq.(5.58) fica agora reformulada assim

% (ga—“ - uﬁ) ds' =0 (5.59)
—gys. \ On on
Ou seja que
' ou G ou 0g
— — = dse = — = .
?i (gan u@ ) f (gan u@n) (5-60)
onde a fung¢do auxiliar de Green e sua derivada normal valem
eik‘?‘ol
G(P) = (5.61)
ro1
ag oL ] eik’/‘m
= cos(7.r01)(ik — 1/701) o (5.62)

onde cos(fi.ro1) = —1 para P € S. (5.63)
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Figura 5.12: Construgio de Kirchhof

Substituindo as expressoes acima na Eq.(5.60) e considerando o limite da expressdo do membro da direita temos

ike ike
lim/ < M e (1) ik)] = —4nl(Py) (5.64)
Se

€—0 e On €
ou
com U B continuas em P (5.65)
n

Subtituindo Eq.(5.64) na Eq.(5.60) podemos rescrevé-la assim

- [ ikrol Jikro1
UPy) = = / ( M ik — 1 ron) & cos(ﬁ.rgl)> ds (5.66)
J S

4 ro1  On T01

5.2.2.1 Formulacao de Kirchhof

Vamos agora a adaptar a formulagdo matemdtica da Eq.(5.66) ao problema especifico da difragdo, representada na
Fig.5.13

- ikro1 Jikro1
Upy) = — < MU it — 1 ro1) cos(it.rg1) | ds (5.67)
4 J S48 T01 E)n To1
Analisando a integral sobre S2 onde ro1 = R
o kR U
li — —U(ik -1 ds = — — ik dw = .
REI;C/SZ ( 7 an Ui /R) 7 s /“ gR(an i Z/I) Rdw =0 (5.68)
Se se verifica  lim R(a—u —ikU) =0 (5.69)

R—oo  ON

A Eq.(5.69) representa a condicao de radiagdo de Sommerfeld e é facil verificar que ela vale para uma onda esférica. Mas,
como qualquer onda pode ser formada por soma de ondas esféricas, concluimos que a condigao na Eq.(5.69) vale para
qualquer onda. Levando em conta o resultado da Eq.(5.68) a formulacao final para a Eq.(5.67) fica assim
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Figura 5.13: Formulacao de Kirchhof
1 ou 0g
U(PRy) = o /Sl (g% —Z/{%> dsy (5.70)
ou
sendo U 5, Dao perturbados em X (5.71)
n
ou
e M:%:O para S; > X% (5.72)
como ilustrado na Fig.5.14

5.2.3 Formulacao de Rayleigh-Sommerfeld

Existe um problema formal com a formulagdo de Kirchhof: se U e sua derivada g—% sao simultaneamente zero num

intervalo qualquer, e elas sdo ambas continuas e derivaveis no espago todo, elas devem continuar nas mesmas condigoes
(ambas nulas) no espaco todo, o que nao nos convém. Para resolver este impasse matematico, a formulagao de Rayleigh-
Sommerfeld utiliza uma outra fungdo auxiliar de Green

6’”{37‘01 6’L'k‘7~‘01
Gg(h) = - T01 = To1 (5.73)

701 To1

em lugar da Eq.(5.55) e que corresponde ao esquema da Fig.5.15 onde P éa imagem especular de Py sobre o plano S;.
Considerando que agora

G(P1) =0 sobre o plano de difracao S1

e que também resulta que

1kro1 1kTo1
96(%) = 2cos(n.ro1)(tk — 1/ro1) = ~ 2 cos(ri.ro1) (vk) <
on ro1 To1
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|
s
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|
| U B_Z/{ nao perturbados em X
N M on
Fo1 n‘—J% U = 0 para S 3%
—l
E()) | = G(S1) =0
} 0 ag S eikT(ﬂ
| 8(n1) = 2cos(it.rg ) (ik — 1/ro1) -
|
|
|
|
|
|

Figura 5.15: Difracdo de Rayleigh-Sommerfeld

para k > 1/ro1 que substituindo na Eq.5.70 resulta numa expressao simplificada de Rayleigh-Sommerfeld

ezk:r(n

cos(.ro1) dsy (5.74)
T01

uery = 5 [ e

onde ¥ é a abertura de difracao.
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5.3 Principio de Babinet: aberturas complementarias
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Figura 5.16: Aberturas complemantdrias
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S

A Fig.5.16 mostra duas aberturas complementdrias
(parte superior) onde uma delas (& esquerda) é um
furo hexagonal num anteparo opaco e a outra (a
direita) é, ao contrario, um anteparo opaco hexa-
gonal num fundo transparente. As duas aberturas
estdo juntas na figura de baixo: um furo hexago-
nal sobre um fundo transparente. Seja a formulacao
de Rayleigh—-Sommerfeld aplicada para a difragao de
uma onda plana de amplitude unitdria para esta
ultima abertura composta por 31 + Yo

1 o eikrgl
U(PO) = —)\ / / U(Pl) - COS(ﬁ,Ta‘l)dpl
AJ Js To1
Y=2%1 42

Mas a abertura X é totalmente transparente e por
isso

U(P())E =1= U(Po)gl + U(f:)())g2 (575)

Finalmente podemos provar que as difragoes de am-
bas aberturas complementares sao iguais e opostas a
menos de uma constante (1)

U(PO)Zl =1- U(PO)Zz

que no campo do espectro de ondas planas vale
TF{1} = (f, fy)- Entéo, a difracao de ambas aber-
turas serao iguais e em contra-fase, em todo o espaco
exceto para Py em f, = f, = 0.
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5.4 Sistemas lineares

X0 Yo

Pixy)

B xoyo) h(Po:P)

Figura 5.17: Sistema linear representado por uma lente, nio necessariamente perfeita, que transforma wma mancha de
luz no plano de entrada numa outra no plano de saida.

Assim como uma fungdo transforma um nimero em outro, um sistema (que chamaremos S) transforma uma fungao
em outra. No caso, S transforma U(z) em Us,(x,), 0 que pode se escrever simbolicamente assim:

Uo(wo) = S{U(x)} (5.76)

Um exemplo de sistema em Optica, pode ser o caso de uma lente que trasforma uma mancha luminosa no plano “objeto”
numa outra mancha luminosa no plano “imagem” como esquematizado na Fig.5.17. O sistema chama-se “linear” se
verifica:

Us(zo) = /U(x)h(xo;x)dx (5.77)
onde h(zo;x) é a chamada “resposta impusional”.
5.4.1 Sistema linear invariante
O Sistema Linear
—+oo
Us(zo) = /U(x)h(xo;x)dx (5.78)

diz-se ser “invariante” se sua resposta impulsional pode ser escrita assim:
h(zo;x) = h(xo — ) (5.79)
em cujo caso podemos escrever
+oo
Us(zo) = / U(z)h(zo — x)dz = U(xo) * h(zo) (5.80)
— 00
que representa o chamado “produto de convolugao” (nao confundir com a “correla¢ao” ou “produto de correlagido”, que se

refere & processos estocésticos), indicado pelo simbolo “*” entre as fungées U(z,) e h(z,), e assim definido genericamente
no Eq.(5.80). Isso significa que a “resposta impulsional” nao depende do ponto em questao mas da diferenca. No caso
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Xo ,Yo lente perteita Xy
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Figura 5.18: Sistema linear invariante] representado por uma lente perfeita

de um sinal temporal, significa que a resposta do sistema serd a mesma em qualquer momento (tempo). No caso de
um sistema éptico, significa que a “mancha-imagem” serd a mesma (terd a mesma forma) para qualquer ponto do plano
objeto, o que seria o caso de uma lente perfeita, como o caso ilustrado na Fig.5.18. O produto de convolucao na Eq.5.80
pode ser transformado vantajosamente num produto simples no dominio da Transformada de Fourier

Us(zo) = Ul(xo) x h(zo) (5.81)
TF{U,} = TF{UYTF{h} (5.82)
H(f) = TF{h(z)} (5.83)

onde H(f,) é chamada de “funcdo de transferéncia”. A operagdo no dominio de Fourier facilita muito os célculos como
se mostra no esquema operacional a seguir:

dados iniciais: U(x) H(f.) (5.84)
U(x) = TF{U} (5.85)
TR{U}YH(fz) = TF{Us(zo)} (5.86)
Solugao:
TF Y TF{U,(x0)}} = Us(z0) (5.87)

5.4.2 Espectro angular de ondas planas

Mostraremos que é sempre possivel escrever qualquer onda em termos de uma soma infinita de ondas planas. Seja uma
onda cuja amplitude complexa no plano (x,y,0) é U(z,y,0) e cuja transformada de Fourier é

Ao(for fy) = //oo U(z,y,0) e 27 e +yfs) gz qy (5.88)
Nesse caso a TF inversa é
U(z,y,0) = //OO Ao(fa, ) €27 @S +010) qr, ay, (5.80)

Se comparamos a Eq.(5.89) com a expressao de uma onda plana de amplitude unitéria, excluido o termo temporal em
wt,

2
il

B(w,y,2) = ¢ A (az + By + v2) Sy (5.90)
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onde «, (3 e v sdo os cosenos direcionais do vetor propagacao k dessa onda plana, fica evidente que Ao(fx, fy) dfz dfy
pode ser interpretada como a amplitude da onda plana cujos cosenos direcionais sdao v = A\f; e f = Af,. Neste caso o
coseno direcional 7 ndo aparece explicitamente pois nao precisa. A Eq.(5.89) representa entao a onda U(z,y,0) escrita
na forma de uma soma infinita de ondas planas. Os termos f, e f, s@o chamados de fregiiéncias espaciais. As Eqs.(5.88)
e (5.89) podem ser também escritas assim

B
o(2,5) = // z,9,0 _Z2W(1X+y/\) dz dy (5.91)
STV

B
(,7,0 // A0(5.5) § ZQW(”TXJ”’/\) a5 dg (5.92)

5.4.2.1 Propagacao

Vamos estudar a propagacao de uma onda U(x,y,z) a luz do formalismo de espectro angular de ondas planas. Se
formulamos as expressoes nas Eqgs.(5.91) e (5.92), para uma posicao z # 0, resulta

E g T,Y, 2 c2m(wa/A+yB/A) 4, dy (5.93)
)\ A’
(2,8 m(mxﬂf) a2 a2 5.94
(z,y,2 X X X (5.94)
onde U verifica a equagdo da onda
VU +EU=0 (5.95)
e substituimos a expresséo em Eq.(5.94) na Eq.(5.95), resulta
d’A 2 2 2
cuja solucao é
2
« ﬁ « ﬁ i— 1—a?— ﬂ2 z
- = — — = A .
A% 5 =405 5e (5.97)
Fica claro que para
e 0?4+ 8%<1
o efeito da propagagdo numa distancia z é apenas uma variagdo nas fases relativas entre as diferentes componentes
angulares.
e a4+ 8%>1
deve ser
ot ﬁ — @ ﬁ —Hz _ 2 2 2 _
A()\ )\z)—Ao()\7)\)e p=SVa +5%2-1 (5.98)

que representam ondas evanescentes.

5.4.2.1.1 Propagacgao: filtro linear invariante A Eq.(5.97) indica que podemos definir uma fungao de trans-
feréncia para a propagacao, assim

H(fedy) = Sedel = a2 VUM B2 ST g g2 gy < an (599)
= 0 para fi+f)>1/N\ (5.100)
sendo fe=a/A fy =B/ (5.101)

0 que caracteriza a propagacgao como um filtro (ou sistema) linear invariante.
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Figura 5.19: Reflexdo total e efeito Goos-Hinchen

5.4.2.1.2 Exemplo: Efeito Goos-Héanchen na reflexao total Estudaremos este fenémeno como ilustragio
do uso do espectro angular de ondas planas. O estudo do deslocamento de um raio de luz na reflexao total na proximidade
do angulo critico ja foi objeto de algumas publicagoes [10]. Alguns autores tratam o problema de uma forma geral,
seja utilizando critérios de conservacdo de energia, seja utilizando o método da fase estacionaria. Outros utilizam uma
abordagem particular e se interessam pelas transformacoes diretas sofridas pelo feixe na reflexdao. Em geral a distribuicao
de amplitude complexa incidente sofre uma transformacao em conseqiiéncia da reflexdo. Essa transformagao é regida
pelas Equagdes de Fresnel (vide sec.3.4.1) mas elas foram formuladas apenas para onda harmoénicas planas e por isso, se
queremos estudar a reflexdo de um feixe, ele tem que ser decomposto em soma de ondas (harménicas) planas. Seja um
feixe infinitamente largo na diregdo z e de largura Az ao longo do eixo x, incidindo na interface x — z, para y = 0, com um
angulo 6;, como ilustrado na Fig.5.19. Vamos considerar apenas o caso onde o campo elétrico da onda é perpendicular
ao plano de incidéncia (polarizagdo TE). Nessas condigdes, a amplitude complexa da luz incidente no plano x — z para
um valor qualquer de y, pode ser escrita como uma soma continua de onda planas, segundo o formalismo da Eq.(5.89),
considerando apenas a diregao x, assim:

U'(z,y) = /Oo Afy) 2™ = g, (5.102)

[e'e]

A largura angular do espectro em questao depende da largura do feixe (vide sec.??)
AxAfy =1 (5.103)

Em nosso caso podemos escrever

Afe Ao A
A a sin 6; /A ~ Az sin 6,

~ 1072 para: Az = lmm A= 0.5um sinf; ~ 1. (5.104)

onde f, representa o valor medio. O resultado acima indica que a largura angular do feixe incidente é muito pequena,
mesmo para um feixe relativamente estreito e por isso podemos definir uma direcao incidente média

a=sinb; = \f, (5.105)
Ap6s a reflexdo podemos escrever, na interface y = 0
U’ (x,0) = / r()A(f20) 2T a, (5.106)

onde r(z) é o coeficiente (complexo) de reflexdo de Fresnel. Como queremos calcular o deslocamento do feixe na direcao
x, podemos definir um “centro de gravidade” da luz incidente e refletida, respectivamente

. foo z|U (x,0)|?dz
g o= Lz (5.107)
fioo U (x,0)]2dz

. 7 2 (z,0)dx
gt = =2 (5.108)
jioo U (z,0)|>dx
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Por se tratar de uma onda, U° (z,y) deve verificar a equacao da onda

(V24 EU @ y) = (V4 K) / ALy ag, = / (VAL ) 2
/Oo (32’%(755’” (k- 47r2f12)A(fx7y)> 22 fe g, = 0 (5.109)

Uma solucao para a Eq.(5.109) é
2 _ 2 12 _ 2 _ 2 £2
Alfery) = Ai(fa) VI AT Y 4 gy (p,) TV RS — AT oy (5.110)
que substituida na Eq.(5.106) resulta em

ui(x,y):/ SV — AT 2y g, +/ As(fo) e VR = ATy g p, (5.111)

onde o primeiro termo representa ondas planas incidindo na interface y = 0 enquanto que o segundo termo representa
ondas planas saindo dessa interface. J4 que nds queremos representar apenas ondas incidindo, fazemos Ax(fz) = 0, o
que leva a expressao

U (z,y) = /w Ay(fa) VR AT IR Y 4 f = sine/A (5.112)

— o0

onde \/k2 — 42 f2 = kcosf. O tratamento do presente problema pode ser esquematizado assim:

‘ feixe (largura limitada) incidente ‘ = Soma de ondas planas (incidentes) ilimitadas

I I
nao sabemos fazer Equagoes de Fresnel (5.113)
Y 4
‘ feixe (limitado) refletido ‘ < Soma de ondas planas (refletidas) ilimitadas

Levando em conta as seguintes propriedades (verifique!!) da Transformada de Fourier:
o Se A(fs,y) =TF{U'(z)}, entdo

TF{z U (z,y)} = “ior  dfs

(5.114)
e Se TF{U(x)} = A(f2) e TF{G(z)} = B(f.), entao
/oo U(z)G" (z)dz = /Oo A(f2)B*(fo)dfe (5.115)

P odemos escrever

/ z U (2, y)U (z,y)" dw = i - dﬁ;ﬁ’”)A*(fx)dfx (5.116)

— o0

Aplicando o resultado acima nas Eqs.(5.107) e (5.108) temos

o= Jo SR A ) (5.117)
C2m [T A(f)A(fo)d e '

. g (dA(fz)'r(fz))A* - * - d -
o = Lfiff dfz (fo)r* (fz)df (5.118)
2 [ A(fo) A (fo)r(fo)r* (fo)d o

No caso da reflexao total temos rr* = 1 e assim podemos escrever

L [T A A f) drtdf.
" -2 = i‘[ f°° o )df (5.119)
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Em geral A(f,) varia muito rapidamente comparado com 7(f.) e por isso podemos escrever

oo dfz dfz T —o0
Substituindo a expressao acima na Eq.(5.119) obtemos
r T 74 * T dr(fac)
@ —at = (fe) { i/, ]f_ (5.121)
Na reflexao total temos
— J(fe) dr _ ., dv ip(fe)
r=ce dfzildfze (5.122)

que substituidos na Eq.(5.121) resulta em

v x727rdfz

(5.123)

Da Eq.(3.56) podemos concluir que:

tan(v/2) = —\/sin? 0; — n2/ cos6; (5.124)

e com a definicao fr = sin6;/\ resulta

2 sin ;
MO fs = — s (5.125)
cos B;1/sin? 6; — n?2
que substituida na Eq.(5.123) fica assim
o 2sin 6:A (5.126)
27 cos 0;4/sin? 0; — n2
" —z' = oo para 0; =0, (5.127)

Da Eq.(5.124) podemos concluir que, para o caso 0; = 0., a diferénca de fase (¢ = 0) é zero e o deslocamento Goos-
Hinchen (z" — ' = o00) é infinito. Na pdtica porém é extremadamente dificil atingir as condi¢des para que esse
deslocamento seja sequer da ordem de alguns pm. Por exemplo, se supomos a reflexdo total na interface vidro-ar, onde o
primeiro tenha um indice de refracdo n = 1.5, terfamos que incidir com um feixe (A = 633 nm) cujo angulo de incidéncia
nao poderfa se afastar mais do que 107° rad (ou seja = 6 x 10~ graus) do valor exato do angulo critico de refexdo total
para termos um deslocamento z" — z* > 50 pm !!

5.4.2.2 Difracao e espectro angular de ondas planas

Seja uma onda U;(z,y) incidindo numa abertura t(x, y) onde Ui(x,y) representa a onda transmitida pela abertura, tudo
no mesmo plano (x,y). Nesse caso

Ui(z,y) = Uiz, y) t(z,y) (5.128)
cujas transformadas de Fourier sao
Ai(fa, fy) = Ai(fa, fy) * T(fos fu) (5.129)
onde
A= | Uz,y) e 2m(@fe +yfy) dzdy (5.130)
A = / Ui(z,y) e 2m(@fo +yfy) dzdy (5.131)

t(z,y) e 27 (@fe T US) ada (5.132)

S
| Il
8\8

foe=a/X fy =B/ (5.133)

A expressio na Eq.(5.129) é a formulagao mais geral da difragdo, mas é pouco prdtica, exceto em casos particularmente
simples, por envolver um produto de convolugdo. Dessa expressao porém concluimos que o efeito da abertura (na
difracao) é modificar o espectro angular de ondas planas da onda incidente.
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Figura 5.20: Vista de uma parte da funcao de Airy

5.4.2.2.1 Casos simples Vejamos dois casos muito simples, como o de uma onda plana incidindo normalmente
numa abertura circular infinitamente pequena:

resultando assim o espectro angular
Ar = TF{1(x,y)} * TF{3(2,y)} = 1(f. fy) (5.135)

Ou seja que a luz incidente formada por uma onda plana com o = 8 = 0 transformou-se numa onda esférica com espectro
angular constante en todo o espaco angular.

Seja agora o caso de uma onda plana incidindo normalmente numa abertura circular de raio R. Neste caso

7V$2+y2) (5.136)

t(z,y) = cire(-—p
U = 1(z,y) (5.137)
Adfarfi) = TF{(e,)} = TR{t(,y)} = TF{eire(Y—2)) (5.138)
sendo que
_ z2 4 y? 2 J1(2T RN/ f2 + f7)
TF{circ(———)} =27R 5.139
feire (M) = 2t (5139)

A fungao representada na Eq.(5.139) é chamada de fungao de Airy, tem a forma ilustrada na Fig.5.20, e apresenta zeros
para os seguintes valores de 2R/ f2 + f2: 1.22, 2.23, 3.24, etc., ....
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5.5 Difracao e Teoria dos Sistemas Lineares

Nesta se¢ao veremos que a difragdo na formulagao de Rayleigh-Sommerfeld (vide sec.5.2.3 pode ser caracterizada como
um filtro linear, mais fécil de calcular que a formulgao geral na sec.5.4.2.2.

5.5.1 Formulagao de Rayleigh-Sommerfeld
A expressao da Eq.(5.74)

1 ezkrm

ur) =5 [uee

cos(7.ro1) ds1
To1

pode ser escrita, sob o formalismo da teorfa de sistemas, assim

UPy) = — /oo U(P1)h(Py, Po) dP: (5.140)

(5.141)
onde
67,]€T01

h(P1,Po) = Tmlcos(ﬁ.r&) para Py € X (5.142)

= 0 para P12 X% (5.143)

A formulacao acima sinaliza que a difracdo pode ser tratada como um sistema linear, porém néo invariante.

5.5.2 Aproximacgao de Fresnel
Na formulacao de Rayleigh-Sommerfeld, para o caso do:
e 0 plano de observagao estar a uma distancia muito maior que as dimensoes da abertura de difracao e,
e o ponto de observacao nao muito longe do eixo central da abertura
o que significa que
1,1 € z eporisso cos(7,ror) & 1

h ~ L eikml

=
Az

podemos entao escrever
h(P1, Po) = h(P1 — P) (5.144)

e o sistema fica sendo invariante e ndo apenas linear. Mas podemos simplificar ainda mais assim:

ro1 = \/z2 + (o —x1)%2 4 (Yo — y1)?
(xo —1)° n (Yo — y1)*
2z 2z

ro1 R Z +
(5.145)
Nesse caso a a resposta impulsional na Eq.(5.142) fica assim
) Tk
i [(wo —21)" + (Yo — 11)°]
- e 2z
¥

e a formulacdo da difracdo dita de Fresnel fica

~
~

: k
thz ;2 (42 42
U(l’myo) 6—6 22( o yo) %

Az
k 2w
oo i— (2% +yl) —iZ (@ow1 + Yo
// U(zi,y1)e 22( Ty e )\Z( 1+ o) dz1dyr (5.146)

que se pode simbolizar assim:

i (2} + 1)
U(2o,Yo) < TF{U(z1,y1) e 22 }zo

Az’

<
o

b
n
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5.5.3 Aproximagao de Fraunhofer

Trata-se de uma aproximacao mais “forte” que a de Fresnel pois asume que:

k 2 2
615(11 + 1) ~1

e a formulacao integral da Eq.(5.146) fica assim:

2w

; k
ikz ;% x?,—|— g oo —i ToZ1 + Yo
U(Zo,Yo) = ¢ e 2z( o) // U(zi,91)e )\z( Y yl)d:cldyl

Az

: k
tkz ;2 $¢27+ 3 +oo .
UAzfz, A2fy) = eMZ e 25 ot %) // U(zr,y1) e 2m@1fe +9000) 4z qy,

ou de forma simbdlica:

<

UAzfz, Az fy) < TF{U(z1, yl)}fm,

Zo — Yo
=Xz fy=332

(5.147)

(5.148)
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Figura 5.21: Rede de transmissao retangular

5.6 Exemplos

Nesta secao discutiremos algums exemplos de estruturas difratantes e a forma de se calcular a difracdo nelas, dentro da
aproximacao de Fraunhofer, para ilustrar as técnicas utilizadas.

5.6.1 Difracao por um orificio circular

Seja um orificio circular de raio R = 50pm, iluminado por uma luz de comprimento de onda A = 0.633pm, uniforme,
incidindo normalmente. Sua mancha de difragdo observada num anteparo a distancia L. = 1m, na aproximacao de
Fraunhofer, resulta numa estrutura conhecida como fungéo de Airy (vide Fig.5.20). A expressdo matemadtica do furo é

Ha,y) = circ(ivx};y) (5.149)

sua transformada de Fourier sera (vide capt.B.2.3):

27TR2‘]12(72T72’Z”) P=NIE+f2 (5.150)

Sabendo que Ji(wz) = 0 para x = 1.22, 2.233, 3.238,..., podemos concluir que os dois primeiros anéis escuros na mancha
de difragdo ocorrerao para

1.22 2.233

cujos raios no plano de observacao valem

AL AL
r= 1.22ﬁ =7.72mm e 2.233ﬁ = 14.13mm (5.152)

5.6.2 Difracao por uma rede retangular de amplitude

A Fig.5.21 ilustra a transmitdncia de uma rede retangular de amplitude (rede de fendas) com periodo p e largura de
fendas s. A expressdo da transmitancia é

t(x) = rect(z/s) x I (z/p) (5.153)

Se imaginamos que a rede tem comprimento finito, digamos de 100 periodos, é necessirio modificar a expressdo acima
assim

t(x) = rect(z/s) * [III (z/p) rect(xz/L)] L = 100p (5.154)

A difragdo de uma luz uniforme de comprimento de onda A nessa rede, na aproximacao de Fraunhofer, pode ser calculada
pela transformada de Fourier da transmitancia

T(f) =TF{t(x)} o< s sinc(sf) [p LUI(pf) * L sinc(Lf)] (5.155)
cuja intensidade vale

I(f) | T(f) |? o s°p*L? envelop(f) [L]]_I (pf) = sincz(Lf)] (5.156)
sinc?(sf) (5.157)

envelop(f)
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Figura 5.22: Representagcio matematica da intensidade da difracdo da luz da rede representada na Fig.5.21 para s =
2.5um, p = 10um, N = 100 e XA = 0.633um. Na figura da esquerda mostra-se o rede (normalizada sobre N?) e o envelope
superpostos, enquanto que na figura da direita vemos a rede completa, normalizada sobre o valor da ordem central.
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Figura 5.23: Padrdo de difracdao representado na Fig.5.22 & direita, mas para N =5 (esquerda) e N = 500 (direita),
com ordens de difragdo com larguras de 0.2 e 0.002 (em fragoes de periodo), respectivamente.

Mas o termo peridédico da direita pode ser escrito, utilizando a expressao na Eq.(5.28), assim

. sin?(N7p(sin 8) /A
I (pf) * sinc? (Lf) = sing (WPZ()S(in 9)%\)) V=10 (5.158)
resultando entdo a formulagdo final
.92 .
I(f) o envelop(f) sin” (1007p(sin ) /A) (5.159)

sin?(7p(sin ) /)

A expressao acima estd representada na Fig.5.22, para valores particulares dos seus parametros. Note que, por causa do
minimo no envelope, nao existem as ordens 4 e -4, o que pode ser alterado mudando a relagao s/p. Como deveria ser a
rede para anular as ordens 2 e -2 em lugar das 4 e -4, por exemplo? Note também que a largura das ordens de difragao
depende do tamanho da rede: se a rede for menor ou maior, o envelope (e a relagio da intensidade entre as ordens de
difracao) nao muda ja que ele so depende do tamanho das fendas, mas a largura das ordens (a meia altura) fica maior
ou menor respectivamente, como ilustrado na Fig.5.23.

5.6.3 Difracao de uma rede de fase com modulagao senoidal

Estudemos o caso de uma rede com transmitancia complexa da forma

m .
Ha) = &2 o) (5.160)

onde m representa a modulacao em fase (“pico-a-pico”) da rede. Para calcular a difragdo da luz por essa rede, podemos
usar a relagao

2 sin(27 fox) m . Lomo
e 2 = cos(; sin(2w fox)) + zsm(? sin(2 fox)) (5.161)
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Figura 5.24: A figura mostra uma rede de difracao de fase com perfil retangular, com periodo p e porc¢oes retangulares
de largura s, altura ¢ e indice de refracao n do material da rede, ela estando no ar.

e a conhecida propriedade das fungoes de Bessel

cos(% sin (2 fox)) = JO(%) + JQ(%) cos(2m(2) fox) + h(%) cos(2m(4) fox) + ... (5.162)
127(2) fox —127(2) fox 127 (4) fox —12m(4) fox
= Jo(Z) + Ja(2) £ e + (2 E +e + o (5.163)
2 2 2 2 2
e similarmente para
.om m, . m, .
sm(? sin(2w fox)) = 2.1 (?) sin(27 fox) + 2J3(5) sin(27(3) fox) + ... (5.164)
m. et2mfoxr _ ,—127fox m 627r(3)fo:c _ e—27r(3)fo:c
= 2J1(?) % + 2J3(?) 5 + ... (5.165)
Sabendo que se verifica
J_n(z) = (=1)"Jn(x) (5.166)
podemos escrever
—+oo
_ m m. 2mn fox i
t(x) = Z In( 3 )In( 3 e n : inteiro (5.167)
Fazendo a TF teremos as ordens de difragdo para f, = %:
+oo m
TF{t@)} = Y Tn(5)8(f2 = nfo) (5.168)

onde £ é a coordenada correspondente a x, no plano de observacao, com a propriedade interessante

+oo
1(f) | TF{t(@)} P= Y Ju(F)* =1 (5.169)

para quaisquer m, o que significa que a soma da intensidade de todas as ordens de difragao vale o total da luz incidente,
0 que ja era de se esperar por se tratar de uma rede puramente de fase, sem absorgao da luz.

5.6.4 Difragao por uma rede retangular, de fase

Vamos calcular a difracdo da luz numa rede de fase retangular como ilustrada na Fig.5.24. Primeiro precisamos formular
matematicamente a expressao da transmitancia complexa dessa rede, assim

t(z) = 1 (%) * [rect(%) 12mln/A + (rect(m

) 2NN 4 5 — p/2)] (5.170)

Para calcular a difragdo de uma luz uniforme incidindo normalmente & rede, procedemos a calcular a TF de ¢(z)

T(f) =TF{t@)} = plli(pf)e /A
X {s sinc(sf) t2ml(n —1)/A + (p—s) sine(f(p—s)) 6_227Tpf/2:| (5.171)
I(f) o | T(f) "= p* II(pf) Env(f) (5:172)
Env(f) = s°sinc’(sf) + (p — s)’sinc®((p — s)f)

+  2s(p — s)sinc(sf) sinc((p — s)f) cos(2w(@ - gf)) (5.173)
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Figura 5.25: Difra¢dao por uma rede retangular de fase como ilustrada na Fig.5.24. Na figura da esquerda mostram-
se o envelope e as e ordens de difracao, e na figura da direita vemos a intensidade difratada total, representada pela
Eq.(5.172), normalizada sobre a intensidade da ordem central.

O envelope Env(f) com a posigdo das ordens de difragdo e a rede resultante estao graficados na Fig.5.25 para o caso de
s = 2.5um, p = 10pum, £ = 0.9\, N = 100 e A = 0.633um. Note que, embora o envelope seja assimétrico, a intensidade
das ordens simetricamente dispostas de um lado e do outro da ordem central, sdo perfeitamente (verifique!!) simétricas,
0 que parece razoavel ja que a rede propriamente dita é simétrica.

Neste caso, como no da rede de amplitude da Fig.5.21, a relagdo das intensidades das diferentes ordens estd controlada

pelo envelope. Esse envelope porém depende da natureza e geometria da rede e no caso de uma rede de fase, é possivel
encontrar as condigbes para anular a ordem central (quais sdo?), coisa impossivel para o caso de uma rede de amplitude.

5.6.5 Difracao por uma rede “blazed” por transmissao

A Fig.5.26 mostra uma rede de difragdo de fase com perfil do tipo “dente-de-serra”’, periodo A e dngulo « de inclinagao
dos “dentes”. Essa rede é normalmente feita por gravagdo com uma ponta de diamante sobre um substrato que depois é
metalizado. Nesse caso a rede é utilizada em reflexdo. Para nosso problema podemos imaginar que os dentes sdo feitos
de vidro com n = 1.5, por ex., rodeados por ar (com n=1) e por ser transparente podemos utilizd-la em transmissao. O
primeiro passo é descrever a transmitancia complexa dessa rede assim:

#(x) = [IT (2/A)rect(z/L)] * {rect(m_TM) g2m((n —1)ztane + Atana)/ A} (5.174)

onde o pente de Dirac representa a periodicidade da rede e o tamanho da rede estd determinada pela fungao rect(x/L).
Para calcular a difracdo na aproximagao de Fraunhofer, temos que calcular a TF da transmitancia
T(f) = S2TAtana)/A A2 [IIT (A f,) * sinc(Lfz)] Ksinc(Afx) 2D/ 2 s ) *0(fz — (n—1)tan a/)\)} (5.175)

—+oo
= AL | ) sine(L(f. —n/A))

n=—oo

{sinc(A(fx — (n— 1) tana/))) e278/2(fo = (n = 1) tana/A) } (5.176)

Supondo que L > A, a intensidade serd

I(fz) o |T(fo)?
- oo
x Z sine(L(fz —n/A))

Ln=—o00

|sinc(A(fe — (n— 1) tana/)N)) 2mA/2(fa — (n — 1) tana/A) K

M oo 2

x Z sinc(L(fx —n/A))
S
x Z sinc®(L(f. — n/A))

Ln=—00

sinc?(A(fz — (n— 1) tana/N))

sinc®(A(fz — (n — 1) tana/\)) (5.177)

A férmula acima significa que temos:

2

e uma sucessao infinita de linhas com forma de sinc” e espacadas de 1/A e de largura 1/L
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EEEERE

Figura 5.26:

[

Rede
transmissao de fase com “dentes”
de vidro com indice de refragio n =

1.5, no ar (n=1).

101

-1

Figura 5.27: Espectro de uma rede “blazed” de fase com as ordens nor-
malizadas sobre o valor da ordem “zero” (curva continua) com a curva
tracejada representando apenas o envelope. Neste caso A = 10um,
L =100pum e A = 0.633um, para o = 0.175 rad

1.0 ., l‘

\
0.3 \

0.6 \

0.2 H A

\
mﬁuwm e
3

-1 1 2

Figura 5.28: Linhas das ordens de difragdo (curva continua) e envol-
vente (tracejada) de uma rede “blazed” nas mesmas condig¢ées que na
Fig.5.27 mas para o = 0.126 rad.
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e essa sucessdo de linhas estd limitada por uma envolvente com forma de sinc? centrada em f, = (n — 1) tana/)\ e
cuja largura é 1/A
como ilustrado na Fig.5.27 para a« = 0.175 rad.

Nas mesmas condigbes anteriores, quanto deve valer « para que toda (ou quase toda) a luz seja difratada numa
diregdo apenas, por ex. na primeira orden (+1) de difracao? Nesse caso a envolvente deve estar centrada em f, = 1/A

ou seja que

fe=(n—1)tana/A =1/A (5.178)
(n—1)tana = A/A = 0.633/10 = 0.0633 (5.179)
ou seja: «a ~ 0.126rad (5.180)

como ilustrado na Fig.5.28.
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5.7 Transformacao de Fourier pelas lentes

5.7.1 Lente fina: transformacao de fase

Atraso de fase na onda:

o(z,y) = knA(z,y) + k[A, — Az, y)]

lente fina:
tz,y) = kA, ik(n — 1)A(z,y)
Ulz,y) = Uz, y)t(z,y)
A(‘Tvy) = Al(x,y)—l—Ag(x,y)

Aproximagao paraxial:

2 2 1 1
Alz,y) =~ Ao_u <___>

2 Ry Ry
nd, iga(@ 1)
t(w,y) = WMo e 2F
1 1 1
definindo: F o= (n—1) (R_1 - R_Q)

Figura 5.29: Atraso de fase
numa lente

5.7.1.1 Significagao fisica

A Fig.5.30 descreve o efeito da lente (suposta infinitamente fina) sobre a onda incidente U; que é transformada na onda
transmitida U; ao passar pela lente representada pela sua transmitancia complexa ¢(z,y)

Ut(i’,:{/) = Ui(m7y)t(x7y) (5181)
Supondo que a onda incidente seja uma onda plana
u; = 1 (5.182)

a onda transmitida depois da lente sera

(@ 4 )
Ui(z,y) = ehndo [ TIOF (5.183)

A expressao & direita representa a aproximacdo paraxial' de uma onda esférica, sendo que se F é positivo a onda serd
convergénte e serd divergénte se I’ for negativo.

5.7.2 Objeto encostado na entrada da lente

A Fig.5.31 representa uma onda U; encostada no plano de entrada da lente, sendo transmitida (U;) por ela e depois vista
como Uy no plano focal da lente, a uma distancia F'. Podemos imaginar que a onda incidente seja a de uma onda plana
uniforme, de amplitude A, incidindo normalmente numa transparéncia complexa t,(z,y) (que representa a informacao
Optica a ser processada) de forma a poder escrever

Ui(z,y) = Ato(x,y) (5.184)

" onde r = /22 + x2 4 32

. . _ . . . 1k
1Verifique a aproximacdo paraxial partindo de uma onda esférica < -
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Figura 5.30: Significagdo fisica

No plano da lente, imediatamente depois dela, temos:
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. AP 'f_:h

Ut

Figura 5.31: Objeto encostado na
entrada da lente

koo 2
—t—=(x" +
= Janteye FC TV by
onde o termo constante de fase elknAU da lente foi omitido e a fungao
P(z,y) = 1 z,y dentro da lente
= 0 xz,y fora

representa a pupila da lente. No plano focal da lente, na aproximagao de Fresnel (Eq.(5.146), podemos escrever:

k
12—($2F+y12v)
e

Ulxr,yr) = UNFfo AFfy) =~ x

IAF

k k 21
e —1——(z? 4 ¢* 1— (2% +y?) —iZ(zrr+ yr
// Ato(z,y) e oY )P(:Lny) S Ty iR ereury) dzdy

— 00

onde o termo exponencial constante foi omitido, sendo

k2 oo
67'2Z(=LF +yr)

U($F,yF) = INE Ft(fihfi'/) (5'186)

Fi(fe, fy) = TE{Ui(z,y)} = ATF{t,(2,y)} « TE{P(z,y)} (5.187)

Mas se P(x,y) é uma fungdo “larga”, entao

TE{P(z,y)} = 6(fz, fy) (5.188)
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Ut

Figura 5.32: Objeto antes da lente

resultando assim

Fi(fe, fy) = ATF{to(z,y)} = Fo(fa, fy)

e a intensidade vale entao
2

IEOEfAFf) = s | TR{t(e )P} P fo=

TP

AF

5.7.3 Objeto antes da lente
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(5.189)

A Fig.5.32 representa uma onda Us(Zo,yo) = Ato(o,yo) produzida pela mesma transparéncia mas agora colocada a

uma distancia d, antes da lente. Sua Transformada de Fourier no plano objeto sera
Fo(fz, fy) = TF{Uo(20,90)} = ATF{to(20,90)}

e no plano de entrada da lente

Fi(fe, fy) = TF{Ui(z,y)}

(5.190)

(5.191)

Considerando a propagacao (vide sec.5.4.2.1.1) de (zo,y0) até o plano de entrada da lente e a fungdo de transferéncia

H(fx, fy), que carateriza a propagagao, podemos escrever

Ft(funfu) = Fo(fwfu)H(vafu)

e aproximando H para as condi¢Oes paraxiais

I = 2mdo/ 1N — a2 /N2 — B2\ a2mde/N —imAdo(fi + fy)

calculamos a amplitude complexa no plano focal

k
gl )

Urlar,yr) = S ——Fi(fu )

(5.192)

(5.193)

(5.194)
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Uo Ut

Figura 5.33: Objeto depois da lente

i (at ) L
Ur(er,yr) ~ S By, fy) 270/ % T A 1) (5.195)
do 2

k 2
227rd /)\ _F(l_ F)(IF+yF)

Ur(zr,yr) &~ F Fo(fes fy) (5.196)
.k do 2 2
t— (1 - —=)(z% +
Ur(zr,yr) = 2mdo /X € 2 ) ) X
F(ZF, Yr F
Foo —i27 xo— + Yo yr
A // to(To, Yo) P(wo + %wnyo + %yp) (roXF \F) dz, dy. (5.197)

Esse resultado representa a TF da transparéncia, limitada pela pupila da lente centrada no sistema de coordenadas no
plano de observagao e projetada (“vignetagem”) sobre a transparéncia em questao, além de um termo exponencial que
depende do ponto de observagdo e que desaparece se consideramos apenas a intensidade da difragdo e ndo sua amplitude
complexa.

5.7.3.1 Objeto no plano focal anterior

Nesse caso podemos escrever d, = F' que substituimos na Eq.(5.197) e esta fica assim

+°O —i27 xo— + Yo yr
Ur(zr,yr) // o(ToyYo)P(xTo + TF, Yo + yr) e ( AF AF) dx, dyo (5.198)

que representa a verdadeira transformada de Fourier em amplitude e fase, com a “vignetagem” representada pela projecao

2
da pupila da lente, lembrando que o fator eZZﬂdU/)‘ foi eliminado por ser constante.

5.7.4 Objeto depois da lente

Neste caso, mesmo que a onda incidente na lente seja plana e de amplitude A, ao iluminar a transparéncia no plano
(z0,Yo) depois da lente, ela fica esférica convergente cuja aproximagao paraxial nos permite escrever

F

P(z,y) = P(wog,yog) (5.199)
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O

% >

—>
—>
—> >
—>
—>

«--=->

f

F
A = AEG

e a onda U, fica entao assim

AF
Uo(xo,yo) = _to(xmyu)e

e na aproximagao da difracdo de Fresnel resulta

i@k +uF)

iAd

F

Figura 5.34: Dupla TF: O: plano objeto, F: plano de Fourier, I: plano tmagem, f: distancia focal

[
too 1— (22 4 o2
// Uo(0,Yo) € Qd( ve)

e simplificando fica assim

. kj 2 2
Uetony . aF 2T
r@r,yr) = d ixd

[ e

que pode-se simbolizar como

Ur(Adfo, Adfy) = A

5.7.5 Dupla transformacao de Fourier

)
xod,yod &

[TF{to(xo, yo)P(acoE

i

7127r(:vo—+yo
P(xo—,yo— Ad
(z d’y d)e

&

>

yF
)\d)

dz,dy,
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(5.200)
(5.201)

(5.202)

(5.203)

(5.204)

(5.205)

(5.206)

(5.207)

(5.208)

A Fig.5.34 representa um esquema de dupla transformg¢ao de Fourier com o plano objeto no plano focal anterior da
primeira lente sendo iluminado com luz parlela, a transformada de Fourier do objeto localizada no plano focal F e a
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Figura 5.35: Um filtro no plano de Fourier pemite passar Figura 5.36: Um filtro no plano de Fourier blogqueia as
apenas as freqiéncias espaciais mais baizas, resultando freqiiéncias espaciais bairas e deixa passar as maiores,
uma imagem “suavizada” ou seja com poucas linhas de- resultando uma imagem com poucas nuances e contornos
finidas. bem definidos.

transformada da transformada de Fourier no plano focal posterior da segunda lente e que representa a imagem (real e
invertida) do objeto.

F=TF{O} I(z,y) = TF{F} = TF{TF{O}} = O(—z, —) (5.209)

5.7.6 Processamento de imagens

Trata-se de modificar a imagem de um objeto por meio de manipulagdes de sua TF numa montagem de dupla TF.
Um exemplo deste tipo de manipulacdo é o “suavizado” ou “endurecimento” de uma imagem; se eliminamos as altas
freqiiéncias espaciais (responsdveis pelas linhas de grande contraste) e ficamos apenas com as baixas, como ilustrado
na Fig.5.35, ficaremos com uma imagem sem linhas definidas e com variagoes suaves. Por outro lado, se cortamos as
freqiiéncias mais baixas e ficamos com as maiores, a imagem ficard com contornos muito definidos, isto é, mais “dura”
como ilustrado na Fig.5.36.

Outro exemplo de processamento de imagens é a chamada multiplexagao espacial, que é em tudo similar a que se faz
no espago temporal com sinais de radio e similares.

5.7.6.1 Multiplexing espacial

Podemos gravar imagens espacialmente moduladas ou codificadas, projetando simultaneamente o objeto junto com um
reticulo que ficard associado a esse objeto. Por exemplo, a Fig.5.37 mostra uma imagem gi1(z,y) que foi gravada junto
com uma rede retangular 11 (z,y) resultando uma transmitancia

t(z,y) = g1(z,y) M (z,y) (5.210)
cujo espectro de Fourier &
T(for fy) = Gr(fa, fy) * T (fa, fy) (5.211)
onde
T(fo, fy) = TF{t(z,y)}  Gi(fo, fy) = TF{g1(z,y)}  HL(fs, fy) = TF{LL (2,y)} (5.212)

O espectro aparece ilustrado no plano “F” da Fig.5.37 e que representa espectros G1(fz, fy) repetidos, centrados nas
deltas de Dirac que compdem o pente 115 (fz, fy). Se deixamos passar (filtramos) apenas um desses espectros repetidos,
obteremos a imagem de gi(x,y) sem a rede,

Gy I, = FILTRO = ¢, (5.213)

como representado na Fig.5.38. Podemos seguir gravando sucessivamente novas imagens com seus respectivos reticulos
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Figura 5.37: Imagem de uma foto modulada por uma Figura 5.38: Imagem de uma foto modulada por uma
rede, sem filtrar, produzida por uma montagem de dupla rede, filtrada para deizar passar apenas uma das ordens
TF. no plano de Fourier.

(diferentes) resultando numa transmitancia complexa da forma
t(w7 y) = gl(‘r7 y) Hﬂl(x7 y) + 92(x7 y) UHQ(‘T7 y) + 93($7 y) UHS(I7 y) + .. (5214)
e cujo espectro de Fourier estd representado pela Eq.(5.215)

T(fos fy) = G1(fo, fy) * Ul (fa, fy) + G2(fa, fy) * 2 (fo, fy) + G3(fa, fy) * s (fo, fy) + .. (5.215)

A Fig.5.41 ilustra o caso de duas imagens com suas respectivas redes no plano objeto, sendo filtradas na ordem zero,
G I + Go Il = FILTRO) = g1+ g2 (5.216)

em cujo caso no plano imagem aparecem as duas imagens gi(z,y) (casa) e g2(z,y) (paisagem) superpostas, sem as redes.
A Fig.5.40 ilustra o caso em que o filtro deixa passar apenas uma das ordens horizontais (fora do zero) que estd associada
a rede que modula a imagem ¢1(z,y)

G1 1 + Go 1l = FILTRO; — g1 (5.217)

e por isso apenas essa imagen aparece no plano de saida. Caso similar ocorre com a Fig.?? que illustra o caso em que o
filtro seleciona uma das ordens verticais (fora de zero) que estd associada a rede que modula a imagem gz2(z,y),

G1 1 + Go Il = FILTRO; — g2 (5.218)

e por isso apenas essa imagem g2 (x,y) aparece na saida.

Podemos seguir gravando imagens sucessivamente, cada uma delas com sua prépria rede, com a condigdo de que cada
rede esteja diferentemente orientada ou tenha mesma orientagdo mas periodo diferente, para poder filtrar (separar) os
diferentes espectros.
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Figura 5.39: Duas imagens multiplezadas, com filtro no plano de Fourier que deixa passar apenas a ordem zero.

Figura 5.40: Duas imagens multiplezadas, com filtro no Figura 5.41: Duas imagens multiplezadas, com filtro no
plano de Fourier que deixa passar apenas uma das ordens plano de Fourier que deixa passar apenas uma das ordens

(nao zero) horizontais. (nao zero) verticais.



5.8. PROBLEMAS 111

5.8 Problemas

5.8.1 Difracao por um orificio circular

A mancha de luz (comprimento de onda A) produzida pela difragdo num orificio circular de didmetro D, na aproximagcao
de Fraunhofer, observada num plano & distancia L, é a conhecida “figura de Airy” formada por um conjunto de anéis
conceéntricos.

1. Para o caso de um pequeno orificio com D = 100um, L = 1m e A = 0.633um, calcule o raio do primeiro anel
escuro.

R: 7.7 mm

2. Como serd a mancha de difragdo para o caso de uma lamina de vidro, perfeitamente transparente, sobre cuja
superficie depositei uma micro-gota metalica de 100um de diametro. Se existe alguma dimensao caracteristica na
figura de difragdo, calcule o seu valor.

R: mesma figura de Airy que para o caso anterior.

3. Como ficaria essa mancha de difracdo se em lugar de uma, fosse um conglomerado dessas gotas, idénticas, discreta
e aleatériamente distribuidas sobre a lamina.
R: mesma figura de Airy que para o caso anterior, com a intensidade multiplicada pelo nimero de gotas que
efetivamente contribuem para a difragao.

5.8.2 Fibra 6ptica monomodo

Uma fibra éptica monomodo (apenas um modo transversal se propaga nela) para luz de A = 600 nm, tem um didmetro

efetivo de 3 a 3.4 mum e uma abertura numérica (determinada pelo dngulo de reflex ao total da interfase “core-cladding”)

NA=sinf ~= 0.16, onde 0 representa o maior angulo de entrada da luz na fibra para que ela se propage. Quero acoplar

nessa fibra, luz de um laser de A = 633 nm com distribui¢ao gaussiana (3_7“2/'12 sendo a = 0.25 mm.

e Qual das objetivas de microscopio da lista ao lado serd a
melhor escolha para o acoplamento? Lembre que numa

f(mm) D (mm) NA lente NA~ D/(2f) onde f é a distancia focal e D é o
L-6X 40 8 0.1 o . . .
diametro iluminado na pupila da lente, que nem sempre
L-15X 16 8 0.15 N . .
L50X corresponde a propria pupila da lente.
-50 o 3 0.30 RESPOSTA:  a objetiva L-65X.
L-65X 3.8 4 0.55

e Como melhorar o acoplamento?
RESPOSTA: Tluminando a pupila toda da lente

5.8.3 Difracao por um arranjo ordenado de microfuros

Supondo que a Fig.17.2 esteja numa escala de 1:1,

1. escreva a expressao matemadtica da estrutura difratante

RES.:
VIV I () Ay /) eire( YT Y (5.219)

t(z,y) = [circ( 7 )

R raio dos furinhos, D raio da area iluminada, A, e A, espacamentos dos furinhos nas coordenadas = e y
respetivamente.

2. calcule o espacamento dos furinhos, nas duas coordenadas no plano da microestrutura difratante
RES.: A expressdo da amplitude difratada serd

Ji(m2R\/ 2 + £2)

T(fe fy) = AsARD[ NGE: (A fo, Ay fy)] @ (5.220)
N(m2DV fi + 1) (5.221)

T

O espagamento dos furinhos medidos no plano de difragdo foi de A{ = 9mm e entéo
Ar = Az/AE =0.633 x 10°°1/(9 x 107°) ~ T0um (5.222)

3. calcule o didmetro (2R) médio dos furinhos na estrutura
O raio do primeiro anel escuro observado no plano de difragdo vale 6mm pelo que

0.633 x 107°1

Ar
2Rp=2RT- =122 2R =122\z/Ar = 1.22-"0 =

A~ 129um (5.223)
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Figura 5.42: Difra¢ao de um arranjo ordenado de microfuros numa lamina metdlica, iluminada com um feize laser
(A =633nm) direto e observada numa tela 100cm de distancia.

NOTA: Os primeiros minimos da fungdo de Bessel de ordem 1 sao:

Ji(rz) =0  x=1.22,2233.24.. (5.224)

5.8.4 Microscopio

Um microscopio tem uma objetiva de 5mm de distancia focal e uma abertura de 8mm de didametro no plano principal
de saida. Qual é o objeto de menor tamanho que vou poder observar com ele, supondo que as lentes sdo perfeitas e
que estou apenas limitado pela difragdo? Podemos supor que o objeto observado fica praticamente no plano focal da
objetiva.

RESPOSTA: raio do objeto~ 0.4um.

5.8.5 Difragao por uma rede de amplitude senoidalmente modulada

Na aproximagdo de Fraunhofer, calcule a luz difratada (intensidade), observada & distancia L, por uma onda plana
(comprimento de onda ) de amplitude A, incidindo normalmente sobre uma rede de transmitancia em amplitude ¢(x).

1. Para o caso da transmitancia valer:

t(x) =1+ 0.2 cos(2m fox) (5.225)
RESPOSTA:
Podemos escrever
2 fox —127 fox
cos(2n fox) = < te (5.226)

2
t(z) =1+ 0.05 o127 forr 10.05 o127 fox

(5.227)

O espectro angular de onda planas correspondente & At(z) é a amplitude da onda plana incidindo normalmente
sobre a transmitancia t(x) é

T(f) = Ad(f) +0.0545(f — fo) +0.0545(f + fo)  f=a/A (5.228)

onde a é o coseno diretor, do vetor propagacao E, na direcao do eixo z. A Eq.(5.228) indica que ao passar pele rede
de amplitude aparecem 3 ondas apenas, uma transmitida e duas com cosenos diretores o e —«. As intensidades
observadas no plano de difragio terdo entdo as intensidades relativas: A? para a central e (0.05A4)% para cada uma
das duas laterais.
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1 . *
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y/AuuT, /A
Y i
-—r
10urm
Figura 5.43: Rede de transmissio
2. O que muda para o caso da rede estar deslocada em x, assim:
t(z) =1+ cos(2m fo(z — x0)) (5.229)

RESPOSTA:
Nesse caso a intensidade ndo muda pois o novo espectro angular de onda planas fica agora assim:

T(f) = AS(f) + 0.05A48(f — f.) 2T %o 1 0.0548(f + f,) 2 %o (5.230)

e a exponencial desaparece ao se calcular o médulo para calcular a intensidade.

5.8.6 Transmitancia retangular de amplitude: rede de fendas

Com um feixe laser (A =500nm) de 2R = 0.5 mm de diametro, ilumino perpendicularmente uma rede de difracao
em amplitude (somente a amplitude da onda é afetada mas nao a fase) cujo periodo vale A = 100 pym e as fendas
transparentes tém largura D = 10 um, como ilustrado na Fig.5.43 onde ”1”significa ”transmissao total”’e ”0”significa
”transmissao nula”. Imediatamente depois da rede, e ao lado dela, coloco uma lente de 10cm de distancia focal e observo
a mancha de difracdo da rede numa tela colocada exatamente no plano focal da lente.

1. Escreva a expressao matematica da transmitancia complexa dessa rede
RESPOSTA:

t(xz) = cire(r/R) [ IMI(x/A) * rect(:c/D)} r=\/z% +y? (5.231)

2. De que depende a separacdo espacial das ordens de difracdo na tela? Calcule essa separagao.
RESPOSTA:
Depende do periodo da rede, isto é de A

TF{f(2)} = TF{circ(z/R)} * [A D L(f,D).sinc(D f.)] (5.232)

A separacao entre ordens de difracao vale

_ - £
Afs=1  fo=s% (5.233)
periodo: £ = AF/A =0.510/100 = 0.05¢cm (5.234)

3. A intensidade das ordens de difragdo observadas na tela ndo é constante e é maior para a ordem zero. Por que?
RESPOSTA:
Por causa da largura das fendas da rede. Quem determina a relacdo de intensidades das diferentes ordens é a
funcao sinc(fz) na Eq.(5.232) que é méxima justamente para f, = 0, a ordem central.

4. Calcule a relacao matematica entre as intensidades da primeira ordem e a ordem zero de difragao.
RESPOSTA:

I(0) x sinc(0) I(1) x sinc(D/A) (5.235)

100)/100) = [P ~ 067 (5.236)
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5. Por que o diametro das manchas luminosas das diferentes ordens de difracdo néo sdo pontinhos infinitamente finos?
Ou seja, de que depende o didmetro desses ”pontos”?
RESPOSTA:

Depende da érea da rede iluminada. Em termos matemadticos depende da fun¢ao TF{circ(r/R)} na Eq.5.232.

6. Calcule o diametro das manchas luminosas das ordens de difracao
RESPOSTA:
O raio das manchas das ordens de difraga ao depende de

Ji(27R
TF{cire(r/R)} = R% (5.237)
cujo primeiro anel escuro tem um raio que se calcula do primeiro zero da fungao acima e que vale
0 AF 0.5 x 10
2 =21R— =m1.22 =1.22">-=122—"—""— =61 2
mRp TR Vi 0 R 2% 0.05 61pm (5.238)

5.8.7 Poder de resolucao de uma rede de difragao

As redes de difracio sdo usadas frequentemente em espectrémetros es espectrofotémetro para separar linhas espectrais.
Duas linhas espectrais péximas A1 e A2 podem ser separadas (convencionalmente) se a separagao (AX = |[A\1 — A2|) entre
elas é igual ou maior que a largura dos picos da cada linha. Supondo que a largura dos picos seja devida exclusivamente
a difracao pela rede de difracao utilizada, e definindo o “poder de resolugao” R de uma rede como

A

REB

A= ()\1 + )\2)/2 (5.239)
prove que R pode ser calculado como
R=nN (5.240)

onde n é a ordem de difragao utilizada, da rede, e N é o niimero total de perfodos (linhas gravadas) na rede.

5.8.8 Difracao de Fresnel

Uma onda (A=633nm) plana incide normalmente sobre uma lente convergente de didmetro D=10cm e distancia focal
F=100cm. Uma transparéncia formada por uma abertura retangular com dimensées lecmXlcm (eixos x e y respectiva-
mente, perpendiculares & dire¢ao de propagagdo da luz) e contendo uma figura com transmitancia:

1 1 T
t(z) = 3 + 3 cos(27rZ) (5.241)

é colocada a meio caminho entre a lente e seu plano focal anterior. Na aproximagao de Fresnel e para A=0.1mm, calcule:

e o numero de manchas distintamente visiveis no plano focal

e RESP.: 3

e a separagao entre essas manchas

e RESP.: 6.4mm

e o tamanho dessas manchas

RESP.: largura total de 126um

5.8.9 Espectro angular de ondas planas

Uma onda plana incide perpendicularmente numa chapa opaca com um furinho circular trnsparente de 10pum de didmetro.

1. Calcule o espectro angular de ondas planas dessa onda antes de incidir na chapa
RESPOSTA:
Antes de incidir na chapa e difratar, a onda é

etk (5.242)
cujo espectro de ondas planas é

o ra | yp

— _— + =
Alfarfy) = em/ 3 /\)d:cdy (5.243)

a f

o3 244
o< 31 5) (5.244)
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2. Calcule o espectro angular de ondas planas da onda do outro lado do furinho.
RESPOSTA:
A amplitude complexa depois do furo fica assim

[22 1+ 2
eth? cire(r/R) = eth? circ(xTﬂ) (5.245)

e seu espectro de ondas planas fica assim

o0 ST (Y YB
Alfefy) = & / circ(#)e NN daay (5.246)
o TF{circ(ivszw)}:RJl(va2+ﬂ22Rﬁ/)\) (5.247)

Va? + B2/

3. Existe alguma dire¢ao (angular) na qual ndo se propaga onda plana alguma depois do furinho? Quanto vale essa
direcao?
RESPOSTA:
Sim, para a direcao

Ji(Ve2 +B22Rr/A) =0  \Ja?+2R/A=1.22 /a2 +p32 = 1.22% (5.248)

J1(2mp) TF{circ(Ar)} = _1 SiQ@7r/A) (5.249)

DICA: TF{circ(r)} = A2 r/A

5.8.10 Aberturas complementares
e Represente a expressdo matematica da transmitancia

— a) de um cabelo esticado, de 100mm de comprimento por 0.0lmm de largura.
RESPOSTA: t(z) = (1 —rect(z/X))(1 — rect(y/Y)) Y = 100mm X = 0.0lmm.

— b) de uma fenda transparente das mesmas dimensoes
RESPOSTA: t(z) = rect(x/X)rect(y/Y) Y = 100mm X = 0.0lmm.

e Descreva a expressdao matematica da mancha de difragdo de uma luz uniforme de A = 500 nm passando

— a) pelo cabelo
RESPOSTA:  T(f) = (6(fs) — sinc(X f))(0(f,) —sinc(Y£,)  fo = fu =54

L=1 m, £ e n coordenadas no plano da parede.

— b) pela fenda
RESPOSTA: T(f) = sinc(X f,)sinc(Y fy)

projetada na parede, a 1 metro dos objetos.
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Capitulo 6

Holografia e Introducao a Teoria da
Informacao

6.1 Introducao

A Holografia [9, 11] é basicamente uma técnica que permite registrar tanto a amplitude quanto a fase de uma onda
luminosa, e dessa forma todas as caracteristicas da onda ficam gravadas. E bom lembrar que todos os foto-detectores
(incluindo o olho humano) assim como as placas fotograficas, sdo detectores quadréticos, isto é, que detectam a média
quadrética do médulo do vector de Poynting (ou seja a “intensidade”) que depende apenas da amplitude da onda
luminosa. Ao registrar a luz nesses dispositivos entdo, a informagdo sobre a fase é definitivamente perdida. Como
a holografia registra (e permite reconstruir) tanto a amplitude quanto a fase, todas as caracteristicas da onda ficam
preservadas e o observador percebe a onda como se estivesse em presenca do préprio objeto que a emitiu.

A relacdo que existe entre a Holografia e a Teoria da informacgao, deve-se ao fato de que aquela proporciona a técnica
mais eficiente de armazenar informagoes opticamente, na forma de multiplos hologramas gravados no volume de um
material fotossensivel adequado.

neste capitulo estudaremos a teoria de amostragem de imagens e sinais, calcularemos a quantidade de inforagao
contida em imagens e estudaremos a resposta finita de sistemas, tanto para sinais temporais como espaciais.

6.2 Holografia
Nesta secdo descreveremos rapidamente o que é, como se produz e quais as propriedades fundamentais de um holograma.

6.2.1 Elementos matematicos

Seja uma onda harmoénica plana, com cossenos diretores «a, e 7y representada na forma

. «@ I6] ¥ .
2n(~x+ Ty + ~2) —wt
wwye) = Une TRV
o Y . e’ Jo]
12T~z — iwt 2r(—z+ —
= U(z,y)e A fasor complexo: U(z,y) =Use ()\ )\y) (6.1)

A onda supbe-se propagar-se ao longo do eixo z e o fasor complexo na Eq.(6.1) descreve apenas sua dependencia espacial
no plano x — y. Estamos interessados apenas nesse fasor, ja que as dependéncias em z e t estdo implicitas e por isso
podem ser omitidas. A Fig.6.1 representa o vector propagagao k referente ao fasor complexo da Eq.(6.1), assim como
para sua onda conjugada U (z.y).

Na Fig.6.2 estd representada uma onda cilindrica divergente, mostrando os vetores propagagao e os correspondentes
cossenos diretores em dois pontos no eixo x, assim como sua onda conjugada, que de fato representa uma onda cilindrica
convergente.

Para o caso mais geral de uma onda de forma qualquer (sempre harmoénica), ela pode ser sempre representada pelo
seu espectro angular de onda planas (vide sec.5.4.2) A(§z + %y):

+oo o (Czt B
U(x,y):// A(%x+§y)622ﬁ(kx+)\y)d% a?
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Figura 6.1: Representagao grdfica do vector propagagio da onda plana cujo fasor complexo estd descrito na Eq.(6.1) (a
esquerda) e para o caso (a direita) do fasor complexo o conjugado daquela.
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Figura 6.2: Onda cilindrica com a forma U(z,y)e A (a4 esquerda) a onda com fasor conjugado U(z,y) (& direita),
mostrando o vetor de propagacao e o correspondente cosseno diretor para dois pontos sobre o eixo x.
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onda-objeto

onda-referéncia

Figura 6.3: Franjas brilhantes e escuras produzidas pela
interferéncia da luz \\ E:I t

Figura 6.4: Curva caracteristica da transmitincia de
uma placa fotogrdfica positiva, apds revelada e fizada

e sua onda conjugada sera entao

+oo _ion(%e 4 B
ﬁ(x,y):// A(§x+§y)e ’Qﬁ(xc”xy)d% a5

6.2.1.1 Franjas de interferéncia

¢

Sejam os fasores complexos da onda “objeto” e “referéncia” que escreveremos respectivamente assim

O(x,y) = o(w,y) %Y o(z,y) = |0z, y)|
R(z,y) = r(2,9) @Y r(a,y) = |R(z,y)|

No volume do espago onde essas ondas se superpoem, elas interferem formando franjas brilhantes e escuras como esque-
matizado no desenho da Fig.6.3. A intensidade resultante serd

I(x,y) = [0(z,y)+ Ry’
= |OP +|R +OR+OR (6.2)
O + |RI” + 20(, y)r(x,y) cos (¢o(2,y) — dr(x,y)) (6.3)

E interessante notar que o ultimo termo na Eq.(6.3) contém todas as informacoes necessérias sobre as ondas: amplitudes
(o(x,y) er(x,y)) e fases (¢o(z,y) € ¢r(x,y)). As primeiras determinam a modulagao das franjas de interferéncia, enquanto
que as segundas determinam o periodo e orientacdo dessas franjas. Ao gravar-se esse padrao de franjas numa placa
fotogréfica, todas as informagdes relevantes sobre as duas ondas ficam também registradas.

6.2.2 Material de Registro

O padrao de franjas acima referido pode ser gravado numa simples placa fotografica, num cristal fotorrefrativo, num
termopldastico, ou em qualquer outro material fotossensivel que sofra qualquer modificagdo nas suas propriedades 6pticas
sob acao da luz. KEsses materiais tém, em geral, respostas nao lineares mas sob determinadas condigoes eles podem
responder linearmente. Podemos estudar o caso mais simples: a placa fotografica. Apds exposta a luz, recelada e fixada,
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Figura 6.5: Gravagao de um ho- ONDA-OBJETO
lograma numa placa fotogrdfica, fa-

zendo a interferéncia da onda ob- Figura 6.6: Holograma iluminado Figura 6.7: Holograma tluminado
jeto O(x,y) com uma onda de re- pela onda B(x,y) = R pela onda B(z,y) = O

feréncia R(x,y)

sua transmitancia (7) depende nao-linearmente da quantidade de energia luminosa (I x t) recebida, que transforma os fons
de prata em prata metdlica, opaca. Sua transmitancia é aproximadamente como representada na Fig.6.4 onde aparece
um valor maximo 7y para a placa virgem e seu valor saturado 7s &~ 0. A porgao linear da curva pode ser representada
por

Te(z,y) = 7(0) — B'1 x t = 7(0) — BI

Substituindo I acima pela sua expressao em Eq.(6.2), resulta

Tl(z,y) = 7(0) — B(IO> + |R|*) — BOR — BOR (6.4)

6.2.3 Registro e leitura de um holograma

Uma vez o padrao de interferéncia gravado na placa e esta fixada, sua transmitancia complexa fica da forma descrita na
Eq.(6.4). Se essa placa é recolocada na sua posicao original e iluminada com uma luz de fasor complexo B(z,y), a luz
transmitida tem a forma

B(z,y)r(z,y) = (70+ B0 +|RI*) B+ (6.5)

+ PBORB + (6.6)

+ PBORB (6.7)

Se a onda B é exatamente a onda de referéncia R (B = R) utilizada na gravagdo do holograma, o termo em Eq.(6.7)
fica da forma

BORR = BO|R|* x O (6.8)

ou seja, que além da luz transmitida, aparece uma outra onda por tras da placa, que é proporcional a onda objeto O,
como ilustrado na Fig.6.6. Por outro lado, se iluminamos o holograma com uma onda igual & onda objeto, como ilustrado
na Fig.6.7, o termo na Eq.(6.6) fica assim

BO*RO x R (6.9)
0 que representa a onda R.
Se iluminamos ainda o holograma com uma onda conjugada da referéncia (R*), o termo em Eq.(6.7) fica agora assim
BORR = BO|R|* x O

que representa a imagem real do objeto, como ilustrado na Fig.6.8.

6.2.4 Propriedades

Os hologramas tém propriedades particulares que os fazem interessantes como ferramentas para processamento de imagens
e como meio de armazenamento de informagdes (memdrias Gpticas). Essas propriedades sdo a “associatividade”, a
“distributividade” e a “perspectividade”, que detalharemos a seguir.
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Figura 6.8: Reconstrugao hologrdfica utilizando a
onda referéncia conjugada R*

6.2.4.1 Perspectividade

Trata-se apenas da possibilidade de observar o objeto reconstruido pelo holograma, desde diferentes angulos, sempre
limitado pelo tamanho da placa fotografica contendo o holograma, que funciona de todo ponto de vista como se fosse
uma “janela” de observagao. De fato, ao observar a reconstrucao hologréfica de um objeto, estamos observando a prépria
frente de onda gerada pelo objeto e nao apenas o objeto, como seria o caso de uma simples fotografia. Observar a frente
de onda significa poder se colocar em diferentes angulos de perspectiva para observar o objeto, exatamente como ocorreria
na presenga do préprio objeto.

6.2.4.2 Associatividade

As Fig.6.6 e Fig.6.7 ilustram a chamada associatividade caracteristica dos hologramas: a presenca de uma das ondas
(seja R) “chama” ou fica associada & outra onda (no caso O) presentes durante a gravagdo, e vice-versa. Essas duas
ondas R e S estdo entdo mutuamente associadas por meio do holograma que elas geraram.

6.2.4.3 Distributividade

Essa propriedade estd ilustrada na Fig. (6.9) onde se mostra que, diferentemente do que ocorre com uma fotografia
convencional onde cada parte da fotografia comtem uma parte da informagdo do objeto, a informagdo do objeto estd
distribuida no holograma todo. Assim, si parte da fotografia é destruida, parte da informacao sobre o objeto também
serd perdida. Nao é o caso do holograma onde a destruicdo de uma parte dele nao resulta em perda de informagao
sobre alguma parte do objeto pois a informacdo estd distribuida no holograma todo. Apenas a qualidade ou resolugao
do holograma fica prejudicada proporcionalmente a percentagem da area do holograma destruido. Isso é devido ao fato
que a largura da mancha de difracao (que determina a resolugdo dptica) fica maior por forga da relacao de incerteza na
Eq.(B.30) formulada no plano espacial. Também a perspectiva na observagao do holograma fica reduzida por causa da
diminuicao do tamanho da “janela” de observacao.

6.2.5 Nao linearidade e ruido de intermodulagao

Os materiais fotosseniveis ndo sdo em geral lineares [12] e por esse motivo a Eq.(6.4) é apenas uma aproximagdo. Numa
primeira aproximagao, a transmitancia pode ser escrita assim:

m(z,y) =70 — BI — oI (6.10)
onde o segundo termo representa a nao linearidade do material. A Eq.(6.4) deve entao ser reescrita assim:

7(z,y) = 7o = B(|O]” +|R[* + OR — OR) —
+82 (IO + |RP*)? + +2|S|*|RI> + RRSS + SSRR + 2(|R|* + |O*)(RS + S5)) (6.11)

Ao se reconstruir o holograma com a onda de referéncia R, o termo que representa a onda objeto reconstruida, em lugar
da formulacao da Eq.(6.8), fica entao da forma:

(B+ B2(|RI> +|O]")) ORR (6.12)
= BIRI*O + B2(IR)* + |0*)O (6.13)

onda objeto reconstruida:
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Figura 6.9: DISTRIBUTIVIDADE: A figura da esquerda mostra a reconstru¢io hologrdfica de wm objeto.
As figuras do meio e da direita mostram a reconstrucdo da mesma onda objeto, obtida por fragoes da placa
hologrdfica, sem que nenhuma parte da onda objeto seja perdida. Apenas ocorrera uma deterioracdo da qualidade
da reconstrucao.

onde o segundo termo & direita representa a deformacao, na onda objeto reconstruida, devida a nao linearidade do
material de registro. Podemos definir um coeficiente

B
RSRim = ———————~ (6.14)
T B(1+OR/|R?)
que representa a relagao sinal-ruido de intermodulagao apesar de nao se tratar de um ruiido pois nao tem em absoluto
o carater aleatério dos ruidos. A intermodulacdo afeta muito negativamente o armazenamento de mais de uma imagem
no mesmo material de registro, um processo chamado de “multiplexing espacial”, pois este defeito faz que cada imagem
reconstruida carregue um “fantasma” das outras imagens.

6.2.6 Holografia dinamica

A maioria dos problemas que limitam a utilizagdo ampla das técnicas hologréaficas tém sua origem no material de
registro que, sendo a placa fotografica tradicional, faz o processo todo muito complicado e demorado. O uso de cristais
fotorrefrativos no lugar das placas resolve quase todos os problemas nesta drea.

6.2.6.1 Materiais fotorrefrativos

Os materiais fotorrefrativos sdo fotocondutores e eletro-épticos [13, 14, 15] que sob influéncia da luz de comprimento
de onda adequado, excitam portadores de carga a partir de centros fotoativos (doadores) no “band-gap” do material.
Esses portadores se movem por difusdo ou sob agdo de um campo elétrico externamente aplicado, e sao re-atrapados
em centros ativos vacantes (armadilhas ou “traps”) em outras regides do material. Se o material é iluminado com
uma luz espacialmente modulada, elétrons (por exemplo) se acumulam nas regides mais escuras (onde a taxa de foto-
geracao é menor) a partir das regides mais iluminadas. Esta redistribuicao de cargas no volume do material produz um
desbalanceamento local (acompanhando a modulacao da luz) de carga elétrica e por esse motivo aparece uma modulacao
espacial de campo elétrico apartir da conhecida lei de Gauss

V.(eeoEsc) =p YV =i0/0x+ jO/dy+ kd/dz (6.15)

onde € é a constante dielétrica, €, é a permitividade dielétrica do vicuo e p é a densidade volumétrica de carga. Pelo
efeito eletro-éptico (conhecido também como efeito “Pockels”[16]) destes materiais, esse campo produz uma variagao
local de indice segundo a expressao

An = —n’reg Esc/2 (6.16)
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Figura 6.10: Cristais fotorrefrativos de Biiz GeOsg crescidos por J.C. Launay na Universidade de Bordeauz, Franca:
dopado com Fe (& esquerda), dopado com Cr (embaizo) e nao dopado (a direita)
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Figura 6.12: Cristais de Bii2TiO2 e Bi12Si020 cres-
cidos por J.F. Carvalho, no IFUFG, Goiania-GO, em
diversos estdgios de preparag¢ao.

Figura 6.11: Cristal de Bii2TiO2 bruto, crescido por
J.F. Carvalho, no IFUFG, Goiania-GO

onde n é o indice médio e reg é 0 coeficiente eletro-éptico efetivo. Desta forma qualquer informagao (modulagao espacial)
luminosa projetada sobre o cristal serd convertida numa modulagao volumétrica correspondente, de indice de refragao
como mostrado nas Figs.6.13 e 6.14 (extraidas de [14, 15]).

No caso particular do padrao de franjas luminosas produzidas pela interferéncia de uma onda-objeto e uma onda-
referéncia, quando projetadas sobre o cristal, produzem nele um holograma em volume que pode ser lido usando a prépria
onda-referéncia. Assim duas ondas aparecem por tras do cristal: a transmitida e a difratada (que é de fato a reconstrucao
da onda-objeto). Os cristais fotorrefrativos sdo materiais de registro em tempo real e reversiveis, o que significa que
durante a leitura o holograma vai sendo apagado pelo préprio feixe de leitura. Exceto para o LiNbO3 e alguns outros
cristais dessa familia que podem armazenar a informagao no escuro por muitos anos, na maioria dos outros a informagao
desaparece num tempo (microsegundos em GaAs, segundos em BaTiOs, minutos ou horas em Bii2TiO20) que depende
fundamentalmente da condutividade no escuro de cada material. Alguns cristais usuais e suas caracteristicas qualitativas
estao descritos na tabela 6.2.6.1.

Fig.6.2.6.1 - ALGUNS MATERIAIS USUAIS

cristal  eficiéncia de dif.  rapidez  faixa espectral

LiNbO3 até 100% muito lento verde-vermelho
BaTiO3 até 60-80% médio verde-vermelho
GaAs menos de 1% muito rapido IV préximo

Bi12Si05g até 15% rdpido verde-azul
Bi12Ti020 até 15% rapido verde-vermelho

6.2.6.2 Leitura de hologramas dinamicos

Uma primeira alternativa para ler um holograma reversivel sem apaga-lo seria utilizar um comprimento de onda fora
da faixa de sensibilidade do material, mas isso é inconveniente por varias razoes, a principal das quais seria a perda da
qualidade de “adaptabilidade” do sistema de leitura (explicaremos isso mais adiante). A outra alternativa (a escolhida)
é fazer a leitura durante o registro como proposto pela primeira vez por Huignard e colaboradores [17]. Um esquema
simplificado [18] da montagem necessdria para isso estd na Fig.6.15. Um raio laser é dividido em dois, um formando
o raio-referéncia que é direcionado sobre o cristal, e o outro, que ilumina o alvo para formar o raio-objeto. A luz
retro-espalhada pelo alvo é projetada sobre o cristal para formar um holograma com o raio-referéncia. A onda-objeto
reconstruida pelo feixe-referéncia a partir do holograma no cristal é projetada sobre o detector (no caso um arranjo
de CCD) para ser observada num monitor de TV ou na tela de um computador. O holograma é assim gravado no
volume do cristal e simultaneamente lido com o feixe-referéncia. Este difrata no holograma e a onda difratada é de fato
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- Figura 6.14: Registro de uma modulagcao espacial
de intensidade de luz sob a forma de modulacdo de

Figura 6.13: Grdficos representando as diferentes etapas indice de refragio no volume do cristal fotorrefrativo
do registro da luz em materiais fotorrefrativos.

a reconstrugdo holografica do feixe-objeto, se propagando na mesma direcdo que o proprio feixe-objeto. O feixe objeto
apenas transporta a imagem direta do alvo, enquanto que a sua reconstrucao holografica transporta também, como fora
discutido anteriormente, as informagoes sobre as vibragoes. Considerando que a eficiéncia de difragdo no holograma pode
ser menos de 1%, a imagem diretamente transmitida (que ndo carrega informacao de interesse) pode ser muito maior
que a luz difratada que transporta a informacao desejada. Para cortar a primeira e deixar passar a segunda, utilizamos
as propriedades de difragdo anisotrépica dos cristais de Bii2TiO20 (BTO): em determinada configuracao geométrica e
para uma determinada polarizacao para a luz incidente (a ser escolhida com o polarizador P1), a luz transmitida e a
difratada pelo holograma no cristal ficam linear mas ortogonalmente polarizadas [19, 20]. Nesse caso podemos escolher a
luz que serd cortada usando apenas um polarizador (P2). Em relagdo ao desempenho do sistema de medida, é necessério
apontar os seguintes fatos:

e O tempo necessdrio para realizar (e poder ler) o registro em nossa montagem foi de 30s a 1min. Esse tempo estd
limitado pela poténcia total do feixe laser disponivel (em nosso caso He-Ne de 35mW). Maior poténcia, menor
tempo. Maior aproveitamento da luz retro-espalhada pelo alvo representa maior quantidade de luz efetivamente
utilizada e consequentemente maior rapidez de registro. Hoje em dia existem lasers de estado sélido emitindo uma
linha no 532nm (muito apropriada para o BTO) com poténcia na faixa de alguns watts, que podem ser utilizados
no sistema. Por outro lado nem sempre é conveniente reduzir o tempo de registro pois ele deve ser muito maior
que o periodo da vibracao que esta sendo estudada.

e A intensidade do feixe-objeto recontruido apartir da difracdo do feixe-referéncia, que carrega a informagao que
nos interessa, depende nao somente da intensidade total da luz disponivel mas também da forma como essa luz é
distribuida entre os feixes objeto e referéncia [20]

e A baixa intensidade do laser utilizado nao afeta, em principio, a qualidade da imagem formada, mas aumenta
inconvenientemente o tempo de registro, fazendo mais lento o processo e deixando-o mais sensivel as perturbagoes
ambientais, o que de fato deteriora sua qualidade.

e O uso de um material reversivel (BTO) para o registro, e a reconstru¢ao da imagem a partir do préprio feixe-
referéncia utilizado para gravar o holograma, é extremamente importante pelo fato que assim podem-se estudar
as variagoes sobre o alvo em forma continua e realizar ajustes na montagem sem necessidade de trocar (revelar e
reposicionar exatamente) a placa fotografica. Isso é o que se chama uma montagem “adaptativa” isto é, que se
auto-ajusta as novas condigoes.

6.3 Aplicacoes da Holografia

As aplicagbes sdo muitas e em muitas dreas desde a Engenharia até as Artes, passando pela ciéncia dos materiais e a
computagao 6ptica.

6.3.1 Holografia para medida de vibragoes e deformacgoes

A holografia é particularmente interessante para se medir vibracoes e deformagbes pois, por ser 6ptico, é um método
remoto e nao invasivo, e por ser hologréfico ele é também muito sensivel. Nos centraremos em duas técnicas que sao simples
de implementar: a “holografia interferométrica em média temporal” para a medida de vibragoes, e a “holografia de dupla



126 CAPITULO 6. HOLOGRAFIA E INTRODUCAO A TEORIA DA INFORMAQAO

lo I1
‘~~
‘c“

|s I(IZi2

D
Ir

0
alvo ls _J
« >

BTO

Figura 6.15: Montagem esquemdtica para a medida de vibragoes e deformagoes por holografia interferométrica

exposi¢ao” para a medida de deformagdes. A descricdo destas duas técnicas independe do tipo de material fotossensivel
(com revelagdo ou em tempo real) desde que tenha uma resposta mais ou menos linear. Os resultados descritos a seguir
foram obtidos a partir de experimentos numa montagem como a descrita esquematicamente na Fig.6.15. Por razoes
praticas, forma utilizados cristais fotorrefrativos como material de registro (em tempo real).

6.3.1.1 Medida de vibragoes

Existem vérias possibilidades de usar holografia para medir vibracées, mas uma das mais interessantes é a chamada
“holografia interferométrica em média temporal” [9, 21]. Neste caso, o registro do holograma do objeto vibrando é feito
durante um tempo ¢ grande comparado com o periodo T' = 27/Q da vibragao sob estudo. Nestas condicoes a fase da
onda retro-espalhada pela superficie do objeto vibrando harménicamente com amplitude d(7) estard modulada por

A¢p(7) sinQt, onde A¢(7) = W@ (6.17)

na aproximagao paraxial, isto é, para luz incidente e retro-espalhada com angulo pequeno. Deixando implicita a de-
pendéncia da fase em 7, podemos escrever a onda objeto como

5A¢ _ 56—i¢0 —iA¢psin Qt _ 66—1'A¢ sin Qt (6.18)

- "
onde estao contidas as informacoes sobre a vibragdo da superficie, sendo que Oag e O representam os fasores da onda-
objeto retro-espalhada, com e sem vibragoes respectivamente. Substituindo a expressao em Eq.6.18 na Eq.6.8, calculando
a média temporal e re-arranjando, encontramos uma expressao para o termo correspondente & onda-objeto reconstruida

< ORGSO 5 o B G, (M) (6.19)
cuja irradiancia é proporcional a | O |* J2(Ag) (6.20)

que representa a imagem do objeto modulada pelo quadrado da funcio de Bessel de ordem zero (.J2) onde o seu argumento
(A¢) estd relacionado com o valor local da amplitude de vibragdo do objeto naquele ponto através da Eq.6.17 [9]. Isso
significa que superposta a imagem do objeto temos um padrao de franjas escuras (os pontos onde A¢ é tal que J,=0)
e de franjas brilhantes (onde J, é méximo). Temos assim uma descri¢ao direta e em duas dimensdes da distribuigao de
amplitudes de vibragao na superficie do alvo, como ilustrado na Fig.6.16, onde as franjas escuras representam curvas de
“iso-amplitude” de vibracao que podem ser calculadas a partir da tabela indicada na Fig.6.16.

A tabela do lado na Fig6.16 mostra os valores dos argumentos que resultam nos diferentes méximos e minimos para a
funcao de Bessel de ordem zero, e os correspondentes valores para as amplitudes de vibragdo. Na mesma tabela aparecem
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d ZERO | MAX
radianos

(nm) X X Jo(x)?

0 — 0 1
120.9 2.4 — —
1914 — 3.8 0.16
277.05 5.5 — —
352.6 — 7.0 0.09
435.7 8.65 — —
511.3 — 10.15 | 0.062
594.4 11.8 — —
670.0 — 13.3 | 0.048
750.6 14.9 — —
831.2 — 16.5 | 0.038

Figura 6.16: Membrana de um alto-falante excitada por uma tensio de 3.0 kHz e analizada pela técnica de holografia
interferométrica em média temporal. O fundo brilhante indica a regido em repouso, a 1* franja escura indica amplitude
de vibragao de 0.12um, a sequnda 0.28um e a 3% 0.44um. A tabela ao lado indica as amplitudes de vibra¢do que
correspondem aos mdzimos (brilhante) e aos minimos (escuro) de luz.

os valores dos méximos sucessivos de J2 o que representa o contraste da franja brilhante correspondente. Assim podemos
observar que a 2? franja luminosa é aproximadamente 6 vezes e a 6 franja brilhante é quase 26 vezes, menos contrastada
que a 1.

A observacao da Fig.6.16, independentemente dos calculos, d4 uma boa idéia sobre o comportamento do alvo, de
uma forma muito rapida ainda que semi-quantitativa. Muitas vezes essa figura é suficente para se tirarem conclusoes
importantes sobre o comportamento do objeto e sobre o que deve ser feito para altera-lo em alguma direcdo. O céalculo
quantitativo sobre essa figura feito manualmente na base da identificacdo dos zeros e méximos da funcdo de Bessel,
pode ter sua precisdo muito aumentada se utilizarmos recursos computacionais para processar essa imagem de franjas
de interferéncia.

6.3.1.2 Medida de deformagoes

A holografia de dupla exposicao é, independentemente do material ou técnica utilizada para gravar o holograma, a técnica
mais utilizada para se medir deformagoes. Consiste em gravar um holograma do alvo antes e outro depois da deformagao,
s6 revelando (se for necessério) no final. Ao iluminar esse holograma composto, com a onda-referéncia, duas ondas vao
ser reconstruidas: a do objeto antes e a do objeto depois da deformagdo. Como ambas ondas sdo mutuamente coerentes,
elas interferem e as franjas que aparecem mostram as diferencias correspondente a deformagao da superficie do alvo. Na
Fig.6.17 pode-se ver um holograma deste tipo, mostrando a deformagao de uma lamina de vidro.



128 CAPITULO 6. HOLOGRAFIA E INTRODUCAO A TEORIA DA INFORMAQAO

Figura 6.17: Deformacao de uma
lamina de metal medida no in-
terferometro usando a técnica de
superposicio de hologrmas. A
deformagao foi estimada, com
auxilio da tarja de referéncia, em
1.47um/mm

6.3.2 Computacgao Optica

Dentre as varias possiveis aplicagbes da Holografia & computacdo éptica, uma das mais interessantes é que utiliza a
associatividade dos hologramas (vide Sec.6.2.4) e que deu origem a um sistema puramente éptico baseado nas memorias
associativas e que se parece muito com a forma aparentemente utilizada pelo cérebro humano para fazer associagoes. O
esquema experimental estd ilustrado na Fig.6.18: O dispositivo da figura é capaz de procurar uma imagem de arquivo
a partir de uma amostra parcial e incompleta dessa imagem. O sistema estd baseado na holografia e na conjugacao de
fase. No holograma podem ser armazenadas um grande nimero de imagems para formar o “arquivo de dados”. Cada
imagem é armazenada utilizando um feixe referéncia incidindo com um angulo diferente. Para reconstruir a imagem a
partir de uma imagem incompleta na entrada, ela é projetada sobre o holograma que gera assim (por associatividade)
uma reconstrucao holografica que se aproxima com a onda de referéncia associada, isto é, com a onda de referéncia
utilizada na hora de armazenar a imagem completa no arquivo (holograma). Essa “quase” onda de referéncia se reflete
num espelho de conjugacao de fase e incide no holograma gerando uma imagem que estd a meio caminho entre a imagem
na entrada e a imagem completa armazenada. Essa imagem “melhorada” se reflete num outro espelho de conjugagao
de fase e, ao passar pelo holograma volta a reconstruir a onda de referéncia. O processo se repete e se o sistema estd
bem desenhado e a imagem de entrada tem as informagdes minimas necessarias, o resultado final converge na saida da
imagem armazenada que se parece mais com o sinal de entrada. O sistema foi testado com sucesso [22] e deu inicio a
grande quantidade de experimentos nessa linea de trabalho.

6.4 Teoria da Informacao

Nesta secdo daremos uma visdo da holografia do ponto de vista de sua capacidade para armazenar informagoes,
quantificando-as e fazendo as generalizagbes possiveis. Tentaremos mostrar as semelhancas entre os sistemas eletronicos
e opticos, do ponto de vista do armazenamento e transmissao de informagoes assim como em relacdo a “resposta” do
sistema, seja ele éptico ou eletronico.

6.4.1 Capacidade dos sistemas de registro

Do ponto de vista da holografia, armazenar informacoes em 3 dimensoes é basicamente formar sistemas de franjas
de interferéncia usando ondas planas da mesma freqiiéncia temporal v e diferentes diregoes. Outra possibilidade seria
armazenar informagoes em forma digital por meio de “spots”. No que segue limitarémo-nos a um registro em 2 dimensoes,
o que pode ser facilmente estendido para o caso tridimensional. Queremos calcular a capacidade de armazenar informagoes
e mostrar, que para este objetivo, os pontos de vista hologréfico (analdgico) e digital sdo equivalentes.

6.4.1.1 Abordagem digital

No caso de um sistema de iluminagao coerente, a propagacao da luz esta representada por um “filtro” linear invariante
cuja “funcao de transferéncia” foi descrita na sec.5.4.2.1.1 e foi representada assim:
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Figura 6.19: Largura angular de um feize difratado por uma abertura retangular de dimensdes axb.

2
i—zv/1— (Afe)?2 — (Afy)? . . . .
V- 0L —0R? PP <1
H(fa, fy) =0 para p* = f + f; > 1/7*
Nesse caso a largura da fungao de transferéncia é Ap < 1/\ e o menor tamanho possivel para o feixe de luz serd entao

Ar >\ r=/2%+ y>? (6.21)

onfe r é a coordenada conjugada de Fourier em relagao a p. Isso significa que o méximo niimero de informagoes (“spots”)
que posso registrar distintamente numa placa fotografica de lem?, por exemplo, é

H(fe, fy) = e

m?> 1

1 f
Capacidade C = ‘;—2 = B S A 10° ou seja 4 x 10°bits/cm? (6.22)

6.4.1.2 Abordagem analégica

Neste caso a informagao na placa fotografica, em lugar de estar representada por “spots”, estd representada por franjas
de interferéncia de periodo A, formadas pela interferéncia de duas ondas planas interferindo com um angulo fixo. Quando
o holograma é “lido” incidindo-se uma onda plana como ilustrado na Fig.6.19, a luz é difratada pelos distintos sistemas
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de franjas com distintos periodos. Para cada periodo A corresponde uma onda difratada com um angulo #;. O nimero
maximo possivel de informagoes independentes que podem ser gravadas nessa placa depende do nimero de feixes com
diferentes diregoes que podemos detectar, o que por sua vez depende da largura de cada feixe. A largura do feixe estd
determinada pela difragdo da abertura:

t(z,y) = rect(f)rect(%) (6.23)
a
T(fo fy) = absinc(afolsine(bfy)  fo=L =1 (6:24)
cujas larguras sao
1 1
Af, ~ = Af, ~ = 2
fom=  Afyxg (6.25)
Em termos de angulo sélido podemos escrever
AEAnR N2
AQ = = — 2
22 ab (6.26)

A maéaxima quantidade de informag@o que posso armazenar, sempre para A = 0.5um, serd

_m/2 wab
=20 = 2

ouseja  ~ 6 x 10%bits/cm? (6.28)

(6.27)

que é quase igual que o calculado pelo procedimento digital.

A grande capacidade de armazenamento de informagbes em sistemas épticos, denotada pelos valores obtidos, estd
obviamente na base do interesse da fotografia como meio de documentacdo. A capacidade de armazenamento em volume
é obviamente muito maior, o que é ficil de calcular em termos digitais j4 que neste caso a Eq.(6.22) fica assim

lem®
C= e

(6.29)

E em termos analdgicos, de onde surge esse aumento de capacidade?

Muitos materiais jé foram ou estdo sendo desenvolvidos para permitir a gravacido 6ptica, seja de forma permanente
ou reversfvel. I preciso assinalar porém que as capacidades acima calculadas sao valores limite, e que na pratica existem
outros fatores limitantes, como por exemplo a prépria resolugdo e a linearidade de resposta do material. Existe uma
diferenca fundamental entre ambos sistemas (analégico e digital) no armazenamento da informagao: no método digital,
como no caso da fotografia, a destruicao de uma area da placa acaba definitivamente com toda as informagoes especificas
naquela area destruida, sem afetar em nada o resto. No método analdgico, porém, por sua prépria natureza hologréafica,
isso ndo ocorre ja que a informacao estd deslocalizada; apenas ha uma reducdo gradativa na qualidade na reconstrugao
das ondas, em decorréncia do aumento da largura angular do feixe difratado, por conta da diminuicdo da “janela” de
difracao.

6.4.2 Contetdo de informacao de uma fotografia

Trata-se de avaliar a quantidade de informagdes contidas em uma fotografia, por exemplo. Primeiro vamos definir
o que significa o termo “quantidade de informagoes”, e para isso vamos pensar no caso mais simples de uma fungao
unidimensional g(z), continua em z, considerada no intervalo « = {0, L}, cuja Transformada de Fourier

~+o0 .
G(f)=/ g(x)e P Tqe  Af<B (6.30)

oo

tem uma largura ndo superior a B. Pelo teorema de amostragem de Whittaker-Shannon [11], isso significa que eu posso
substituir a fungdo continua g(z), sem perda de informagao, por amostras pontuais dessa fungao, tomadas a intervalos
de (Az)s

1

(Al’)s = E

(6.31)
Com essas amostras eu posso reconstruir exatamente a fungéo continua g(x) original, o que significa que ambas sao
equivalentes do ponto de vista do seu contetido em termos de informagdo. Podemos utilizar esta amostragem entdo para
estimar o nimero de informagdes contidas na fungéo g(x), calculando o nimero de amostras no intervalo {z = 0,z = L}
assim:

C=L/(Az). = LB (6.32)
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Esse procedimento pode ser aplicado a uma fotografia ou a uma transparéncia em duas dimensées, com dimensoes a X b
e com respectivas larguras espectrais maximas B, e By, em cujo caso o conteudo méaximo de informagoes independentes
serd

C = abB.B, (6.33)

A expressio na Eq.(6.33) é geral e se aplica também para fungdes temporais onde ela é conhecida como pardmetro
“time-bandwith”

6.4.2.1 Exemplo

As duas fotografias na Fig.6.20 mostram imagens da mesma cena, com processamento diferente onde uma tem maior
resolugdo que a outra. Calcule a maior frequencia espacial (média) contida em cada uma das duas imagens, sabendo o
tamanho ou nimero de informacoes independentes (659KB e 2.46MB respectivamente) de cada imagem e sabendo que
as dimensoes delas sao 80.15cm x 60.11 cm, iguais para as duas.

Resp.: 11.7 cm ™! e 22.6 cm™*

6.4.3 Resposta de um sistema

Trata da maxima “rapidez” (em termos de tempo ou de espago) com que um sistema linear invariante pode responder.

Seja uma funcao g(x) com espectro de Fourier G(f) de largura limitada:
G(f) =0 para |f| > B/2 (6.34)
Supondo que a fun¢ao g(x) é também limitada, isto é:
lg(z)| < M(g) — o0 <z < +00 (6.35)

entao, pelo teorema de Bernstein (vide Apéndice C) sobre derivada de fungoes de espectro finito, resulta que

< W%M(g) (6.36)

O resultado acima é a formulagao matemadtica de um conceito facil de aceitar intuitivamente e que estabelece que se o
espectro de uma fungdo néo inclui freqiiéncias arbitrariamente grandes, ela ndo pode mudar arbitrariamente rdpido No
que segue, aplicaremos estas conclusdes para o estudo de um amplificador (fungao temporal) e de um sistema Gptico.

6.4.3.1 Constante de tempo de um amplificador

A resposta de um amplificador é um sinal de espectro limitado, pelo que se aplica o teorema de Bernstein. Seja s(t) um
sinal “degrau” e seja r(t) a resposta do amplificador, como ilustrado na Fig.6.21. A resposta passa do valor r=0 para
r=A, mas nao instantaneamente. Seja At a duragao dessa transicdo ou “tempo de resposta” do amplificador. Em fungao
do “Teorema do valor médio”! podemos escrever

r(At) —r(0) = r'(0At).At 0<6<1 (6.37)
A = r'(0At).At (6.38)

mas pelo teorema de Bernstein resulta

Ir'(6an)| < x5 A (6.39)
I (0A1)] < 7r§|r/(0At)|At (6.40)
At > % (6.41)

O caso descrito representa a resposta de um sistema amortecido. Se em cambio o sistema fosse do tipo “sub-amortecido”
como ilustrado na Fig.6.22, entao o tempo de resposta poderia ser menor pois

A A
Atz4Z 0 0<d<i] (6.42)
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Figura 6.20: Fotografia de igual tamanho, da mesma cena, onde a superior foi processada para suavizar e a inferior para
acentuar o contraste (bordas). Os conteidos de informagdo nas imagens superior e inferior sao respectivamente 659KB

e 2./6MB.
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Figura 6.22: Sinal de entrada (esquerda) e resposta “sub-amortecida” (direita) do amplificador.
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Figura 6.23: Imagem de uma borda, uniformemente iluminada, por um sistema dptico.
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Figura 6.24: Funcdo de transferéncia de um sistema Figura 6.25: Funcdo de transferéncia de um sistema
optico operando em luz coerente, onde D ¢ a pupila de optico operando em luz incoerente, onde D € a pupila
saida, d a distancia da pupila ao plano imagem e f a de saida, d a distancia da pupila ao plano imagem e f
freqiéncia espacial. A largura de banda é AH(f) = a frequéncia espacial. A largura de banda é AH(f) =
D/(X\d) 2D/(Ad)

6.4.3.2 Poder de resolugao de um sistema 6ptico

Vamos estudar um exemplo de Optica, onde o que em termos de eletronica chamavamos de “tempo de resposta”’ encontra
o equivalente no termo “poder de resolugdo” que nado é mais do que o tempo de resposta em termos espaciais e ele serd
agora avaliado em termos de coordenadas espaciais e ndo mais temporais como no caso do amplificador acima. Trata-
se da imagem de uma borda uniformemente iluminada, como ilustrado na Fig.6.23, realizada por um sistema &ptico.
Abordaremos dois casos: um com iluminagdo coerénte e outro incoerénte. A borda pode ser definida pela fungao:

f(z) = 0 para =<0 (6.43)
1 para x>0 (6.44)

Para um sistema 6ptico coerente, a funcdo de transferéncia pode ser escrita como
H(f) = P(Ad f) (6.45)

que corresponde a Fig.6.24, onde f é a freqiiéncia espacial, e P() é a “fungao pupila” do sistema 6ptico. Para o caso de
um sistema incoerente, em cambio, a funcao de transferéncia estd representada na Fig.6.25. Nao discutiremos a origem
destas expressoes (vide [11]) e apenas as aceitaremos para nao nos desviar de nosso objetivo imediato. Trata-se entao de
calcular a resposta do sistema éptico em termos da distancia Az que representa a transicdo entre a escuriddo total e a
luz total, no plano da imagem. Sendo que o sistema tem uma largura de banda finita B (vide as Fig.6.24 e Fig.6.25), e
levando em conta a Eq.(6.41), resulta que

Ax > — 6.46
T2 — (6.46)
sendo que para os casos do sistema coerente e incoerente resulta ser respectivamente :

Ad

Ar ~2— 6.47

T~2 5 (6.47)
Ad

Ar ~ — 6.48

s (6.48)

Veja que a luz incoerénte permite maior resolucao. Podemos comparar o resultado acima para o sistema coerente, com o
obtido utilizando a teoria da difracdo, onde a “indefinicdo” Ar, da imagem é calculada pelo tamanho finito da abertura
de difracao (isto é a abertura circular da pupila P) e que resulta ser [11]

Ad
Ar, =1.22— 4
T D (6.49)

e que resulta compardvel com o resultado obtido na Eq.(6.47).

A analogia acima estabelecida entre Electronica e Optica néo é fortuita. Ela existe porque os conceitos “poder de
resolugao” em Optica e “tempo de resposta” em Eletronica, ambos sdo conseqiiéncia imediata da largura de banda finita
da fungao de transferéncia dos sistemas lineares invariantes.

1Se a funcdo f(x) é continua e derivdvel no intervalo [a,b], entdo existe um z = c pertencente a esse intervalo, que verifica

f(©)(b—a)= f(b) - f(a).
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6.5 Problemas

6.5.1 Capacidade de informacoes em imagens

Duas imagens de 80.15cm x 60.11 cm da mesma cena (vide Fig.6.20), foram processadas de forma de a) suavizar e b)
reforgar os contrastes (bordas). No primeiro caso o “tamanho” da imagem (informada pelo computador) é de 659 KB e
na segunda é de 2.46 MB. Cada “B” significa “bite” que representa uma informagao independente. Quais sdo as maximas
frequéncias espaciais presentes em cada uma das duas imagens assim processadas, supondo distribui¢ao uniforme nas
coordenadas x e y?

RESPOSTA: a)11.7 cm™' e b)22.6 cm™!
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Capitulo 7

()ptica em Solidos

Neste capitulo daremos algumas breves nogdes da propagagao da luz em sélidos néo isotrépicos e de efeitos nao lineares.
Eses dois assuntos sao relativamente marginais em relagdo aos objetivos principais destes texto e sao tratados aqui de
maneira simplificada, apenas para dar ao leitor uma ideia geral do assunto, oferecendo literatura adequada para um
estudo mais detalhado.

7.1 Propagacao em meios anisotropicos

Os meios anisotrépicos [8, 15] sdo, em geral, cristais. Para eles podemos escrever uma relagao vectorial geral

D = eE+P (7.1)
P = exE (7.2)
onde g9 = 8.82 x 10712 coul/(mV) 4 a permitividade do vécuo. As quantidades ]3, Ee D sio a polarizagdo, o campo
elétrico e o deslocamento elétrico respectivamente. A polarizabilidade y é um tensor que, apenas para meios isotrépicos,

pode ser escrito como um escalar assim

P =e,xE (7.3)
A relagao tensorial Eq.(7.2) pode ser escrita assim
P X111 X12  X13 Ey
P | =e0| Xx21 X222  Xo23 E> (7.4)
Ps X31  X32 X33 E3
ou de forma abreviada assim
D=c,(i+0)E e=(1+%) (7.5)
onde ¢ é o tensor da constante dielétrica e 1 e { sdo tensores descritos como:
R 1 0 0 X1l X12  X13
1=]10 1 0 X= | X21 X22 X23 (7.6)
0 0 1 X31  X32 X33
Lembremos que existe sempre um sistema de coordenadas, chamado de “principal”, onde x tem forma diagonal assim
xi1 0 0
XxX=| 0 xa2 O (7.7)
0 0 X33

7.1.1 Equacao geral da onda

A onda electromagnética se propagando num meio ndo magnético e sem carga elétrica, pode se deducir das equagoes de
Maxwell

. oH

VxE = —MOE (78)
ﬂ OE 9P - . o

V x H = €OW+E+J with J=0oF (79)
5= —Eivﬁ (7.10)
7 = 0 (7.11)

137
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e das equagoes materiais

P = eoxu1Er Dy = enkr e11 = eo(l+ x11)
Py = eoxaE2 Dy = exnks €22 = o1+ x22) (7.12)
Py = eox33b3 Ds; = e33F3 €3z = &£o(1+ x33)

representadas num sistema de coordenadas principal.

7.1.2 [Elipsoide de indice de refracao

Podemos escrever a expressdo das densidades de energia elétrica w. e magnética wp, [6]

15~ 1 15 1
we=ED =g %:EWME[ wo = 5 B.H = S pH* (7.13)
e escrever o vetor de Poynting para o fluxo de energia
S=EXH (7.14)

Depois de algumas substituicoes e transformagoes que levam em conta as equagoes de Maxwell, podemos escrever no
sistema de coordenadas principal

= = 1l+xn
D2 D2 D2 €z €11
= 4 Y 4 2 — 8e,mwe = constante €y = €2 = 1+ x2 (7.15)
€ € €
* Y i €z = €3 = l+xs3
Se definimos:
D,
xr =
VWeEo
y= 2
VWeEo
z= D-
VWeEo
com
Ny = €z = €2 /0
Ny = €y = €y/o
2
n, =¢e; =¢./eo
encontramos a formulacdo da indicatriz 6ptica, ou elipsoide de indice:
2 2 2
x y z
442 - 7.16
R (7.16)

onde ng, ny € n. sao os indices de refracao ao longo das coordenadas z, y e z respectivamente, como representado na
z

Fig.7.1. Se a onda (harménica) viaja no material com um vetor propagacgao k, os modos normais de propagagao estao

lineramente polarizados e eles podem ser calculados a partir do elipsoide de indice, como descrito a seguir.

7.1.3 Modos préprios de propagacao

Num material anisotrépico, os vetores D e E nao sio em geral paralelos, e o fluxo de energia, indicado pelo vetor 5 (raio),
também nao tem a mesma diregdo que o vetor de onda k. Para equacionar o problema, primeiramente escrevemos, das
equagoes de Maxwell Eq.(3.1), as relagoes

x H=—-wD (7.17)
X E =wpoH (7.18)

Ty

para um material nao condutor (5 = 0) e ndo magnético (u = po). Combinando as equagoes acima resulta

1= D 2
X ZD) =3 1/n® = %ugeo =02/ (7.19)

x(

| 7y
| 7y

que representa a projecao de g sobre um plano (representado na cor cinza na Fig.7.2) perpendicular & direcao de

propagacao I;/ k, o que nos permite encontrar as diregoes das duas componentes proprias do vetor D para a as ondas
ordindria e extraordinaria, representadas pelas linhas tracejadas na Fig.7.2. Os comprimentos desses eixos, por outro
lado, nos dao os respectivos indices de refracdo para cada um dos valores préprios de 5, que sao 0s Ne € Ne indicados na
figura.
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A

 Z
|

Figura 7.2: Indices de refragio para uma onda plana se

Figura 7.1: Elipsoide de indice de refracao.

propagando num meio anisotropico.

7.1.3.1 Eixo 6ptico

Quando k é tal que a intersecao do seu plano normal (cor cinza na Fig.7.2) é um circulo, o indice de refragao vale n, e é
obviamente independente da diregdo de vibragdo da onda: essa direcao de k define o “eixo éptico” do material.

7.1.3.1.1 Cristais uniaxiais e biaxiais: Os cristais anisotrépicos podem ser uniaxiais ou biaxiais. Nos primeiros
(quando n, = ny = n, na Fig.7.1), existe um tnico eixo éptico, que corresponde ao eixo z das Figs.7.1 e 7.2. Nos segundos
(quando n, # ny # n.) existem dois eixos Opticos, simétricos, definidos pelas duas diregoes de k para as quais a intersecao
do plano perpendicular com o elipsoide de indice forma um circulo. Qualquer onda se propagando numa diregao fora da
do eixo 6ptico terd dois modos de propagacao, ordinario e extraordinario, com os correspondentes indices n, € ne.

7.1.3.2 Relacao de dispersao
Das relagoes nas Eqs.(7.17) e (7.18) e da formulacao do vetor de Poynying
S=ExH
deducimos que:
o S¢ perpendicular aos EeH
e Dé perpendicular aos keH
o & perpendicular aos keFE

L oL oo o .
e D E, S ek estdo num mesmo plano, que é perpendicular aos B e H.

Da Eq.(7.19) podemos escrever
Ex(kxE)+ 2 E+xZE=0 (7.20)

ou seja que

ME =0 (7.21)
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raio
frente de onda

raio

S frente de onda

Figura 7.3: Superficies de onda normal, w(k), para a onda ordindria (esquerda, onde k || §) e extraordindria
(direita), mostrando a propagagao das frentes de onda (perpendiculares ao vetor k) e dos raios (velocidade de
grupo), ao longo do vetor S.

onde M representa a matriz

—kg — k2 + k3 (14 x11) kaky +kak.
M= kyk. —k2 — k2 4+ E3(1 + x22) kyk. (7.22)

onde ko = w/c. A solucdo nao trivial da Eq.(7.21) é
| M |=0= w(k) (7.23)

que resulta numa relagao entre w e E, w(E) e que constitui uma relagao de dispersao. Essa solugao do determinante
descreve uma superficie de w em funcdo de k(ki1, ks, ks). Para cada valor (constante) de w a Eq.(7.23) descreve duas
superficies centro-simétricas em l;, uma esférica para a onda ordindria e outra eliptica para a onda extraordindria como
ilustrado na Fig.7.3. Como a velocidade de grupo 9, (que indica o transporte de energia e que é paralela ao vetor §) se
calcula como

Ty = Viw(k) (7.24)

que por ser um gradiente deve ser normal & superficie que represente w constante, e como as superficies de onda normal
(ou superficie de k) representadas na Fig.7.3 representam os valores de k para w_constante, concluimos que S deve ser
normal & superficie de onda normal, como ilustrado na Fig.7.3. A direcdo de S representa também o “raio” de luz.
A frente de onda, por outro lado, deve ser perpendicular ao vetor k como também ilustrado na Fig.7.3. Para a onda
ordinéria, ke S sio paralelos, que nao é em geral o caso da onda extraordinaria.

7.1.3.3 Cristal uniaxial.

Para o caso de um cristal uniaxial, n, é constante e n. varia de n, (quando k é paralelo ao eixo z que aqui representa o
N -
eixo éptico do cristal) até n. quando k é perpendicular ao eixo éptico. Se a onda viaja (k) formando um angulo 6 com
0 eixo 6ptico, entdo a elipse de indice vale
1 sin?@  cos” @

w20) " ng ko) (7.25)

o que significa que os modos préprios de propagagao tem indices n, e ne(0) que depende de 6.
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elxo
optico

E, D

Figura 7.5: Onda extraordinaria

Figura 7.4: Onda ordinaria

e A onda ordinédria, tem um indice constante n, independente de 0 e os vetores E e D sido sempre paralelos.
e A onda extraordindria tem um indice n.() e os vetores F e D nao sdo, em geral, paralelos.
como indicado nas Figs.7.4 e 7.5. Podemos entao calcular a equagdo para a superficie de k para um paterial uniaxial,
escrevendo
niy =mng = Ne
n3 = Ne
que substituido na Eq.(7.23) nos d& uma equagao para a onda ordindria
2 2,2
k® —nyky =0 (7.26)
e outra para a extraordindria

B2+ k2 k2
e T (7.27)

ne no

como ilustrado na Fig.7.6.

7.1.4 Refracao num material birrefringente

Se tivermos uma fonte de luz pontual no interior de um cristal birrefringente e tracarmos a superficie tal que, para cada
diregdo de propagacao (ou seja do E), sua distancia a fonte pontual fosse igual ao indice de refragdo correspondente,
terfamos duas superficies distintas (chamadas de “inversas das frentes de onda”), como ilustrado nas Figs.7.7 e 7.8, uma
esférica (verde) referente & onda ordindria, e outra eliptica (vermelha) referente & onda extraordindria, projetadas num
plano, para os casos de um cristal uniaxial e biaxial.

Se tivermos uma interfase separando um meio isotrépico e um cristal birrefringente (suponhamos uniaxial para
simplificar), as tais frentes de onda seriam como indicadas na Fig.7.9. Se a luz incide sobre a interfase a partir do meio

isotrépico (suponhamos seja vdcuo), com um vector propagacao ki (| k1 |= 27/Ao) como indicado na figura, podemos
saber as diregoes dos vetores das ondas ordinaria e extraordinaria refratadas, lembrando que na interfase as projegoes
dos vectores (paralelas & interfase) se conservam (vide sec.3.4)

(k1) = (ke)y = (ko)
k1 =ko ke = kone ko = konovalor no vicuo:ko = 27 /Ao

onde n, € ne sao os indices ordindrio e extraordindrio, com n=1 no vdcuo, e o suindice || indicando a proje¢ao sobre o
plano da interfase. O procedimento grafico esta ilustrado na Fig.7.10.
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ksfk0

Figura 7.6: Ondas ordindria e extraordindria em cristal uniaxial, no plano = — z

Figura 7.8: Igual que para o caso da Fig.7.7, mas para
um cristal biaxial, onde os dois eizos dpticos estao repre-
sentados pelas duas retas pontilhadas simétricas.

Figura 7.7: Superficies representando a “inversa da
frente de onda” para a onda ordindria (verde) cujo raio
é proporcional & no e para a extraordindria (elipse ver-
melha) cujos eizos menor e maior sGo Proporcionais d No
e ne respectivamente, num material birrefringente unia-
zial.
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dar

cristal

Figura 7.9: A figura mostra wma interface entre ar e um : B
cristal birrefringénte uniaxial, com as respectivas inver-
sas das frentes de onda: em preto para o ar, em verde
para a onda ordindria e em vermelho para a onda extra-
ordindria, estas ultimas apenas no cristal.

Figura 7.10: Vetores de propagagdo para as ondas or-
dindria e extraordindria refratadas no segundo meio, co-
nhecendo a dire¢ao do vetor incidente El do lado do ar.
As projegdes dos trés vetores El, ko e ke sobre a interface
devem ser iguais.

Exemplos

7.1.5 Cristal de agua

A Fig.7.11 mostra uma lamina de cristal de d4gua (material birrefringente uniaxial) de 4.2 mm de espessura, com o eixo
6ptico paralelo a superficie da lamina. Supondo que um raio de luz de uma lampada de vapor de sédio (A = 589 nm)
incida nessa lamina com um angulo rasante num plano de incidéncia normal ao eixo éptico do cristal, calcule a separagao
linear (d) dos raios ordindrio e extraoridario na face de saida da lamina.

Como o eixo 6ptico é normal ao plano de incidéncia e o cristal é uniaxial, o lugar dos pontos correspondentes as
superficies inversas da frente de onda para os feixes ordinario e extraordindrio no cristal sdo circulos de raios ne e no
respectivamente, assim como o do ar com raio n.,. Como as componentes dos vetores propagacao paralelas a interface
se conservam na refracdo, podemos escrever

kar = (ko) ||= (ke) ||
ko = komno sin 0, = kone sin 0.
1=1.309sin6, = 1.3104 sin 6.

Das relagbes acima calculamos os angulos e dai as tangentes para obtermos d assim

d = b(tanf. — tan,) = 0.01.127 mm

7.1.6 Incidencia normal

A Fig.7.12 mostra a refragdo de um raio de luz incidindo normalmente sobre um material birrefraingénte, vindo do ar,
mostrando as frentes de onda (k) e raios (5) refratados no material, para as ondas ordindria (vermelho) e extraordindria
(verde) e em preto para o ar. Explique as diferentes dire¢des indicadas na figura para a propagagao das frentes de onda

e para os raios. A Fig.7.13 mostra o caso real de incidencia normal num cristal de calcita, que é biaxial.

7.2 C)ptica nao linear

Quando a luz se propaga no vacuo ou quando se propaga em materiais mas a intensidade dos campos envolvidos é
suficientemente pequena como para que o efeito do campo elétrico, por exemplo, sobre a nuvem eletronica dos atomos,
produca uma deformagao linear, estamos no dominio da Optica Linear. Neste caso, a acao do campo elétrico desloca
a nuvem eletronica dando origem a uma polarizagao dielétrica representada pelo vetor P como indicado na sec.2.2.1,
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Figura 7.11: Refragdo num cristal de dgua (gelo): Lamina de cristal de dgua (gelo) de espessura b = 4.20
mm, com n, = 1.3090 e n, = 1.3104 para A = 589 nm, com o eixo 6ptico paralelo a superficie da lamina e
perpendicular ao plano de incidéncia do raio de luz incidindo rasante a superficie.

ar

cristal

frentes de
onda

frentes de
onda

Figura 7.13: Refracao em cristal de calcita, mos-
trando as imgens devidas aos raios ordindrio e ex-
traordindrio

Figura 7.12: Raio incidindo normalmente, desde o ar, num
material birrefringente, indicando as frentes de onda e dire¢do
dos raios, para as ondas ordindria e extraordindria.
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vetor éste que é linearmente proporcional ao campo amplicado P = onﬁ e onde x representa essa suceptibilidade
a deformacao (linear) da nuvem eletrénica. Mas se os campos sdo suficentemente intensos, a deformagdo da nuvem
eletronica no material pode nao ser mais linear, assim como ocorre com um oscilador mecanico que em geral apresenta
uma deformagao linearmente proporcional a forga nele aplicada, para valores pequenos, mas para valores suficentemente
grandes deixa de ser linear, dando lugar a harmonicos superiores. No caso das ondas eletro-magnéticas ocorre a mesma
coisa e, para campos suficentemente grandes, aparecem termos nao lineares em !—37 o que d& lugar a geragdo de harmoénicos
superiores e diversas interagdes entre ondas da mesma e/ou de diferéntes freqiiéncias, via resposta do material, o que
constitui o assunto da Optica N3ao-Linear.

Vamos ent@o rescrever as equagoes de Maxwell com especial atengao para a presenga de efeitos nao lineares [16]:

b o8
Vxé= —% (7.28) e (7.32)
o d=c.€+7p (7.33)
- L ad o
Vxh=j+4 (7.29) d=eox€ (7.34)
VeE=p (7.30) d=eé e=co(1+7%) (7.35)
Vb=0 (7.31) b= ph (7.36)
sendo que € representa o campo elétrico real e X representa o tensor suceptibilidade dielétrica (linear).
— R{E 7wty % {E eikz —wt | cc] (7.37)

e 0 mesmo para os outros b, d, etc. No caso de um material nao linear, a polarizagao elétrica pode ser escrita como uma
parte linear e outra nao-linear, da seguinte forma

L NL L NL 2
pi =pi +pi PE= coxues  PYU =) eoxt esen (7.38)

J gk

onde os sub-indices 1, j, k indicam as diferentes componentes dos respectivos vectores. Da Eq.(7.28) podemos calcular

V x (Vx &) =V (V.6)— V¢ (7.39)
o%e o€ 9?pNL
2 _
V€ — pe— 9 MO T HE (7.40)

Suponhamos que se superpéem 3 ondas (do tipo das indicadas em Eq.(7.37)), cada uma com uma freqiiéncia diferente
w1, w2 € w3, que vamos supor ser escalares para nao complicar os cdlculos, assim

€= ¢ (2, 1) + €52 (2 1) + €5 (2, 1) (7.41)

Nesse caso podemos escrever a Eq.(7.40) para cada uma das trés componentes, e em particular para e;*, podemos
escrever:

des es  O°piL
VZes — pos— o M ee =P e (7.42)

onde

82P§L iU‘EXH)82 (ki + ki)z — t(wj + wi)t
s = o g 2 [Bi()Eu(z) !l )z s o)
J.k
+(2) B (z) € (Rs — )z = i(ws — @)t (7.43)
No termo a direita da Eq.(7.43) existem termos em wi +w2 e w1 —w2, entre outros. Se nenhum desses valores corresponde
a0 ws, nao haverd termo “gerador” para essa componente e;® na Eq.(7.42). Em cambio, se ocorre que

w3 = W1 — W2 (744)
entdo podemos reescrever a Eq.(7.42) assim

0es usoxeﬁ) 0?

_ _ * i(k1 — k2)z —i(w1 — w2)t
8t ETE > griREG)e

\v& es3 — uag
+cc (7.45)
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o que significa que o termo da direita na Eq.(7.45) é o gerador para a onda e3® e assim ela poderia ser produzida pela
combinagao dos outros dois termos de freqiiéncias diferentes, gracas ao meio nao linear onde eles se propagam.
Podemos ainda escrever:

Ve, — la_ [E (2)e ik3z — iwst n cc}
2022
- % —k3E3(2) + i2ks al?z(z))eiksz_mt + CC] (7.46)
% _ %[ iy By (z) ka7 = iwst | Cc] (7.47)
2
aa te23 _ 1[ ) eikaz —iwst | CC} (7.48)

Substituindo os resultados acima na Eq.(7.45) obtemos

%.\II\D

E . g . s
—k?,Eg(z) 4 2% 0 a3( z) zk3z twst ¥ (wspos +w§u53)E3(z) 62[4:32 iwst _
= —peox @ (@1 — w2)* B () Ba(z)" (1 ~ k2)2 —ilwn —wa)t (7.49)
sendo k3 = wjpes (7.50)
Para o caso
w3 = W1 — W2 (751)
a equacao acima fica da forma
0E3(z) o3 [|p waeoxeff®  [p . i(k1 — ko — k3)z
o R Es(z) =1 > - Ei(z)E5(%)e (7.52)

e similarmente para as outras duas ondas

OFE\(z) o1 |p _ ‘ngngf) Iz i(ka + ks — k1)z

5, T3 aEl(z) I — aE2(z)E3(Z) € (7.53)
OF2(z) o2 | _ .W2EOX£f23f) J L. i(ks — k1 + k2)z

0z + 2\ e2 Balz) = = 2 €2 Bi(2)Bs(z) e (7:54)

E interessante notar que as Eqs(7.52-7.54) sdo o fundamento matemdtico da chamada “oscilagdo paramétrica” da “geracao
do segundo harmonico” e do fendémeno conhecido por “up-conversion”, fenémenos estes que sao essencialmente a mesma
coisa do ponto de vista de suas bases fisicas.

7.2.1 Oscilacao paramétrica

A Eq.(7.52) junto com a condi¢ao em Eq.(7.51) dao lugar ao que se chama “oscilagdo paramétrica” ou “excitacao

parameétrica’ que é quando as duas ondas e} e e5? se combinam para dar origem a uma outra e3?, de freqiiéncia menor.

7.2.2 Geragao do segundo harmodnico

Trata-se de um fendmeno indo na direcao inversa do tratado no item anterior: uma onda de freqiiéncia menos acaba
gerando outra de freqiiéncia duas vezes maior. Este caso se caracteriza pela condigao

We =ws =w w1 = 2w (7.55)

Neste caso, se desprezamos a absor¢ao (o1 =~ 0), a Eq.(7.53) fica assim

2w 2 o (2) . w 2w
OE(2) | _ j2weoXan [ 1 (g2 (2K — k) (7.56)
82 2 E2w

e supondo que o feixe “bomba” E“(z) permanega sensivelmente inalterado, e com a condic¢ao inicial E(O)z“’ =0, a
Eq.(7.56) fica
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e , TG J(2k — ) 1
(1) = dwdy [ - (E7(2)) ok — k) (7.57)

22 2% k3@
=2 ]

7290 — 2d2HEw4sm P 2
() =w 52w| | (2k» — k2w21)?

1 [e20, o0
onde I* =, |22 g2 (7.59)
2\ n

. w_ 1.2w
ﬁ - 2(L)3w2d2l2 sin® 2 2k !
Iv €2 (2k» — k2w21)?

(7.58)

n= °1 (7.60)

7.2.3 “Up-conversion”

E muito parecido ao anterior excepto pelo fato que agora a freqiiéncia da onda gerada (w1) nao é o dobro da inicial mas
a soma de duas ondas de menor freqiiéncia, como descrito pela Eq.(7.53), com a condicao

w1 = w2 + w3 (7.61)
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Parte 11

Experimentos
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Esta parte do livro descreve e propoe experimentos ilustrativos da parte tedrica. Alguns estdo descritos muito
detalhadamente, como o caso da velocimetria Doppler, e Birrefringéncia; outros como Difracdo, cristais fotorrefrativos, e
medida de vibragoes, estdo apenas superficialmente formulados, seja porque a parte tedrica ja os descreve detalhadamente,
seja porque a formulagdo mais detalhada fugiria do contexto deste livro, como é o caso da medida de vibragoes por
holografia, que esta aqui citada apenas para lembrar da sua importancia e estimular o especialista que estiver familiarizado
com esta técnica, a pé-la em operagao.

Estes experimentos sdo apenas propostas, mais ou menos incompletas, e sua execucao dependerd obviamente da
disponibilidade do laboratoério a ser utilizado e da experiéncia e interesse do professor encarregado de por estes experi-
mentos em pratica. Existe pouca literatura sobre este tipo de experimentos e por isso acredito que a inclusao deles como
complemento da parte tedrica vai trazer grandes beneficios para os estudantes envolvidos.
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Capitulo 8

()ptica Geomeétrica

Sistema de lentes

8.1 Objetivos

Estudo de lentes finas, grossas e sistema de lentes. Calculo tedérico e medida experimental da posi¢ao dos planos cardinais.

8.2 Metodologia

1.

Medir as carateristicas fisicas (espessura no centro, raios de curvatura das superficies, etc.) de uma lente fina e
com essas informagoes calcular os parametros (a, b e ¢) que characterizam a matriz dessa lente e, em fungao deles
calcular os planos cardinais da lente.

. Medir experimentalmente as posigoes dos planos cardinais e comparar esses resultados com os obtidos no item

acima. Para se medir experimentalmente os parametros de uma lente ou de um sistema de lentes, uma técnica
recomendada é medir a amplificagdo de um objeto pelo sistema em fungao da distancia da imagem e a inversa da
amplificagdo em fungao da distancia do objeto. E importante escolher corretamente as condicOes experimentais de
maneira a minimizar as incertezas experimentais: por ex. ndo medir distancias perto do foco pois nessas condigoes
essas distancias variam muito pouco e conseqiientemente os erros sdo grandes. A medida experimental pode ser
feita se graficando 3 vs ¢’ (para calcular a e ¢) e 1/3 vs £ (para calcular a e b) por regressio linear, como ilustrado
nas Figs.8.3 e 8.4.

A discrepancia entre os valores medidos experimentalmente e calculados a partir da medida sobre a lente, podem
decorrer de uma escolha errada do indice de refracao da lente. Lembre que o vidro 6ptico mais comum é o BK7
(vide Fig.1.16) cujos indice varia bastante com A. Procure recalcular os pardmetros da lente nas Eqs.(1.13-1.15)
ajustando o indice de refragdo até obter uma melhor concordancia com os resultados das regressodes lineares.
Trata-se também de uma forma interessante de se achar o idice da lente.

Montar duas lentes (de preferéncia iguais, e se possivel, alguma das que j4 foram estudadas no item anterior) num
trilho, e mantendo o sistema de lentes fixo, repita o procedimento de medida dos planos de uma lente, agora para
o conjunto das duas. Escolha o espacamento entre as lentes de forma a facilitar a medida, ou seja, para que a
imagem néo fique inconvenientemente pequena nem préxima demais das lentes. Verifque se resultado experimental
corresponde com o calculo para os sitema feito apartir das matrizes das duas lentes.

Reposicione as duas lentes (agora sim as duas devem ser iguais) de forma que a distancia entre ambas seja quatro
vezes (4f1) a distancia focal (f1 = f2) de cada lente. Faga a imagem de um objeto (papel milimetrado transparente)
colocado a uma distancia 2f; antes da primeira lente. Meca o “campo de observacao” nessas condigoes. A seguir
coloque uma terceira lente igual as anteriores, a igual distancia entre as duas ja existentes e verifique que o tamanho
do “campo” do sistema aumentou significativamente. Quantifique esse aumento.

8.3 Exemplo

A figura 8.1 mostra uma objetiva fotografica medida no experimento descrito acima. Os graficos nas Figs. 8.3 e 8.4
mostram as curvas de 3 vs distancia imagem (¢') e 1/ vs distancia objeto (£), ambas distancias medidas desde os vertices
das lentes de saida e de entrada respectivamente. As posigdes dos planos principais de entrada e de saida (indicados na
Fig.8.2) calculados desses graficos sdo:

LH = —854mm  LH' = —30.12mm (8.1)
foco 1/a = (59 + 54)/2 ~ 56mm
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Figura 8.1: Objetiva fotografica estudada

) H'
CAPITUL '
d4mm 1 36.72mm

objeto

DBJETIWA,
PINTER-8 2730

Figura 8.2: Esquema da obje-
tiva da Fig.8.1, mostrando o pos-
sivel arranjo do sistema de lentes,
e posicao dos planos principais e
vértices das lentes.

O valor nominal do foco na lente estd indicado como sendo 50 mm e ndo 56 mm como medido no experimento.
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Figura 8.3:  Amplificacao wvs distancia
imagem 3 = ¢ — al’ dando ¢ = 0.44 ¢
a = 0.0185 mm™! para o caso da objetiva
da Fig.8.1
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Figura 8.4:  Amplificacao reciproca wvs
distancia objeto 1/8 = b — al dando b =
0.84 e a = 0.0169 mm™' para o caso da
objetiva da Fig.8.1
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Capitulo 9

Indice de refracao

9.1 Objetivos

Trata-se de medir o indice de refracdo de materiais transparentes em volume, na forma de laminas grossas e de filmes
finos.

9.2 Meétodos

Vamos abordar alguns métodos adequados para os diferentes objetivos listados acima, baseados no angulo de desvio
minimo, no dngulo de Brewster e na interferéncia.

9.2.1 Angulo de desvio minimo

Trata-se de um método [8] apropriado para se medir o indice de refracdo de um prisma de material transparente como
vidro, por exemplo. O experimento é feito utilizando um goniometro e uma lampada de descarga com varias linhas
espectrais que podem ser utilizadas para fazer medidas em diferentes comprimentos de onda.

1. Para cada linha espectral existe um angulo de desvio minimo d,, (menor dngulo entre o raio incidente e o raio
emergente do prisma) que estd relacionado com o angulo « do vértice do prisma e com seu indice de refragao n [8]:
_— sin(a+ dar) /2 (9.1)
sin a/2 ’
O gonidometro permite medir o angulo do vértice, o que finalmente permitird calcular o indice. Estime a precisao
da medida e compare-a com a dos outros métodos utilizados.

2. Repetindo o experimento para as diferentes linhas espectrais da lampada, podemos calcular a dispersao cromética
do indice e comprovar se ela verifica a equagdo de Cauchy [8].

9.2.2 Angulo de Brewster

Trata-se de medir o dngulo de Brewster da interface material-ar (onde “material” representa o objeto de estudo, que
pode ser uma lamina de vidro) para calcular o indice desse material. Para isso podem se utilizar diferentes fontes de
luz mais ou menos monocromaticas, desde que se usem feixes paralelos para que o dngulo de incidéncia possa ficar bem
definido.

Se o experimento é feito com um laser com relativamente grande comprimento de coeréncia, o material sob estudo
deve estar sob a forma de um prisma, ou na forma de uma lamina cuja face posterior esteja despolida, para evitar a
visualizagao das franjas formadas pela interferéncia entre ambas faces da lamina, que dificultam a visualizagao do minimo
de intensidade que serve para identificar o angulo de Brewster. A medida pode ser feita visualmente ou se medindo a
luz refletida com um fotodetector mecanicamente acoplado. Estime a precisdao da medida e compare-a com a dos outros
metodos utilizados.

Pode-se usar também LEDs de diferentes comprimentos de onda, numa montagem como a esquematizada na Fig.9.1,
onde a detegao se faz a olho nu, observando a reflexdao do LED na lamina, cuidando para centralizar sempre a imagem no
meio da lamina, para minimizar erros de paralaxe. Como a luz refletida é geralmente demasiado fraca para se encontrar
a normal da placa por reflexdo da luz, deve-se medir o angulo de minima reflexdo de um lado e o sométrico do outro,
para dispensar a medida direta da posi¢do da normal da lamina. Neste caso nao é necesséario despolir a segunda face da
lamina pois a luz ndo é coerénte o batante para formar franjas de interferéncia em matariais com espessura da ordem
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LANINA
SOB ESTUDO POLARIZADOR, LED
- ¥

/

olho

Figura 9.1: Medida de dngulo de Brewster usando LEDs e observando o LED refletido na ldmina, a olho nu.

ar
n="1

nf etc filme

K \ L substratofvidro

Figura 9.2: Esquema do experimento de Abélés.

do mm. E importante colocar a fonte de luz o mais afastado possivel da lamina a ser medida, para trabalhar com
raios aproximadamente paralelos. Se a precisdo da medida for boa o bastante, podemos medir a dispersao cromatica do
material, usando LEDs de diferentes comprimentos de onda, memso que o polarizador utilizado nao seja muito efetivo
em elguns desses comprimentos de onda.

9.2.2.1 Filmes finos: Método de Abéles

A medida do angulo de Brewster [7] é utilizada para se medir o indice de refragdo em sélidos transparentes. A medida se
complica quando se trata de medir o indice de um filme fino, devido as reflexdes nas diferentes interfaces (filme-substrato
e substrato-ar). O método de Abéles [23, 24] permite fazer facilmente a medida, mesmo nessas condi¢oes adversas.
Precisamos utilizar um filme depositado sobre vidro (ou outro substrato transparente) onde uma pequena faixa do filme
tenha sido removida (no caso das Figs.9.3-9.5 a parte sem filme estd no centro) e onde o substrato aparega livre e limpo.
O método baseia-se no fato que, par uma polarizacdo TM da luz incidente num interfase, a luz nela refletida é minima

quando ela incide sob o angulo de Brewster [7].

O esquema do experimento estd indicado na Fig.9.2 onde se pode ver um filme (com indice de refracao nf) sobre um
substrato transparente (vidro com indice nv). Uma parte do filme foi retirado de forma a expor, nesse local, o substrato
diretamente ao ar. Um feixe de luz paralelo incide sobre o filme e sobre o substrato, sendo largo o suficente para iluminar
ambas as partes, a coberta pelo filme e a do substrato exposto.

Prove que, se o raio de luz tiver a polarizacao correta, e se incidir no filme sob o angulo de Brewster para a interface
filme-ar, a luz refletida na parte coberta e descoberta do substrato tem a mesma intensidade. Esse criterio nos permite
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Figura 9.3: Ezperimento de Abélés mostrando a imagem
do filme com a luz incidindo num dangulo maior que o
angulo de Brewster: o substrato sem filme (tarja central)
estd mais brilhante

Figura 9.4: Ezperimento de Abélés mostrando a imagem
do filme com a luz incidindo no dngulo de Brewster: o
substrato sem filme (tarja central) tem o mesmo brilho
que o restante da placa com filme

Figura 9.5: Ezperimento de Abélés mostrando a imagem
do filme com a luz incidindo num angulo menor que o
angulo de Brewster: o substrato sem filme (tarja central)
estd mais escuro

encontrar e medir o angulo de Brewster e assim calcular nf. O substrato é grosso o suficente ou tem sua segunda interface
(n&o indicada no esquema) despolida para podermos nao considerar as reflexdes nela. Observe as fotografias Figs.9.3-9.5
mostrando as diferentes situagées na determinagao do angulo.
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Figura 9.6: Interferéncia numa lamina de faces paralelas.

O experimento também pode ser feito visualmente ou instrumentalmente utilizando um fotodetector mecanicamente
acoplado, medindose uma vez sobre a parte do substrato com filme e a outra sobre a parte do substrato sem filme. E
interesante fazer a medida em diferentes comprimentos de onda para poder calcular a dispersao cromatica procedendo
como na sec..

9.2.3 Interferéncia numa lamina de faces paralelas

Trata-se de medir a espessura optica de uma lamina transparente de faces paralelas, utilizando a interferéncia de um
feixe laser direto (de baixa poténcia) se refletindo em cada uma das duas faces. Sabendo a espessura éptica e medindo-se
a espessura geométrica com um paquimetro, podemos calcular o indice de refragao.

e Mostre que para o caso do angulo de incidencia ser muito pequeno (a < 1), a espessura geométrica da lamina D
pode ser calculada assim [6]:

n

3 _ 2
Qa; — o

D= (9.2)

onde n é o indice de refracdo do vidro e A é o comprimento de onda da luz (suposta coerénte). O angulo oy é o
angulo de incidéncia do feixe onde pode-se ver um minimo de interferéncia. O dngulo a2 corresponde ao préximo
minimo de interferéncia.

e Para realizar a medida é necessario se dispor de um sistema mecanico capaz de produzir suaves movimentos
angulares para encontrar os angulo de interféncia sucessivos.

e Meca a espessura 6ptica de uma lamina “porta-objeto” de microscopio com espessura aproximada de Imm, ilumi-
nando com um laser de He-Ne de A = 0.6328um

e Meca a espessura geométrica da lamina e calcule seu indice de refragao.



Capitulo 10

Interferometria em filmes finos

10.1 Objetivos

Medir a espessura éptica de um filme fino sobre um substrato transparente, utilizando a modulagdo interferométrica
superposta sobre o espectro de transmissao medido num espectrofotémetro

10.2 Introducao

O comprimento de coeréncia da luz num espectrofotémetro comercial pode ser ajustado de forma de ser maior que a
espessura de um filme suficentemente fino, mas muito menor que a espessura do substrato. Nesse caso o espectro de
transmissao do filme ficard modulado pela interferéncia produzida pelas duas faces do filme, como descrito na sec.4.5
[6, 8, 7]. Dessa modulacao é possivel calcular a espessura éptica do filme e, eventualmente, sua dispersdo cromética.

10.3 Roteiro proposto

e Ajustar a fenda do espectrofotémetro para observar a modulagao devida ao filme mas nenhuma devida ao substrato

e fazer um espectro de transmissao do filme/substrato e a partir da modulacao observada, calcular a espessura éptica
do filme

e com os dados acima, estimar a dispersao cromatica do indice do filme
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Capitulo 11

Birrefringéncia-I

Medida da birrefringéncia em laminas e/ou filmes
11.1 Objetivo

Medir a diferenga de indices de refragao (ou de caminho 6ptico ou de fase) entre os eixos ordinario e extraordinario num
filme ou numa lamina birrefringénte.

11.2 Introducao

Alguns cristais naturais como a calcita e o quartzo apresentam birrefringéncia natural. Muitos filmes plasticos comerciais
(por exemplo as transparéncias usadas para retro-projetores) tambem apresentam birrefringéncia. Neste dltimo caso isso
ocorre devido ao processo de fabricagdo, que mantém uma direcao preferencial de tragdo mecanica que provoca um certo
grau de alinhamento das cadeias moleculares poliméricas

A luz linearmente polarizada ao passar por uma lamina birrefringénte fica, em geral, elipticamente polarizada. A
formulacao matematica deste processo é relativamente simples, porém um pouco trabalhosa e encontra-se parcialmente
descrita nas refs. [25, 26]. Leve em conta que ao representar a polariza¢ao da luz na saida da lamina como

T = Zocoswt (11.1)
= yocos(wt+ @) (11.2)
resulta uma equacao
2 2
%+y_2_2 LY cos ¢ = sin” ¢ (11.3)
o Yo ToYo

Essa equagao representa uma elipse rotada de um dngulo « [27, 6] onde

2 oyo
tan 2a0 = %coscﬁ (11.4)

cujos semi-eixos a e b (nas diregdes x e y respectivamente) sao:

2,2 . 2
a2 _ TolYo S ¢ (11 5)
y2 cos? a + x2sin? a — .y, sin 2ac cos ¢

b2 _ x%yg Sin2 d) (11 6)
~ y2sin® a + 22 cos? a + Toyo sin 200 cos ¢ '

11.3 Metodologia

Propomos um procedimento simples para se medir a birrefringéncia de uma lamina, no caso uma lamina retardadora
comercial, de ordem zero. Ela é construida com duas placas de quartzo cujas espessuras diferem nu valor d. Elas sao
superpostas de forma que o eixo rapido de uma se superponha com o lento da outra. Nesse caso a diferenca de fase entre
os dois eixos é

¢ = QTﬂ-dAn An == n. — no (11.7)
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Figura 11.1: Esquema da montagem para medir birrefringéncia em filmes: raio de luz (R), polarizador graduado (P1),
lamina sob estudo (L), polarizador rotando om velocidade constante (P2), fotodetector (D) e osciloscopio (OSC)

A lamina L é colocada na montagem ilustrada na Fig.11.1 sendo que as fontes de luz utilizadas podem ser lasers de
diversoso comprimentos de onda e/ou LEDs ou outras fontes de luz. & importante utilizar luz de mais de um comprimento
de onda para levantar possiveis indeterminagoes em ¢. Trata-se basicamente de se produzir luz linearmente polarizada
com o polarizador P1 que, apds passar pela lamina sob estudo, fica elipticamente polarizada; a elipticidade pode se
medir com o auxilio do polarizador rotante P2, o fotodetector D e um osciloscépio. No osciloscépio aparecerda uma onda
senusoidal, cujos valores maxino (Iar) e minimo (/) correspondem aos eixos maior e menor respectivamente da elipse
de polarizagao. Com o polarizador P1 procuram-se a posicao dos eixos rapido e lento da lamina e a seguir posiciona-
se o polarizador a 45° com eles, onde In; /Iy, sera minimo. Pode-se ajustar essa posigdo verificando esse minimo no
osciloscépio; é aconselhdvel tomar varias medidas nessa regido para garantir a medida desse valor minimo para Ins/In,.
Com esse valor é possivel calcular a diferenga de fase pela férmula:

IM/Im -1

cosp = ——— 11.8
¢ Ing/I;m +1 (11.8)
Com esse valor de ¢ calcula-se ainda
dAn::I:?-i—N)\/Q (11.9)
™

onde N é um numero inteiro. Note que o sinal + assim como N sao necessérios por causa da indeterminagao de ¢
calculada de cos ¢.

Uma sugestao: procure uma tabela (veja por ex. [28]) com os valores de An para o quartzo na faixa de comprimentos
de onda da luz utilizada, e calcule, da Eq.11.9, d

oA A
d=4+——+ N— 11.10
2rAn + 2An ( )
que deve ser mesmo invariante. Calcule o valor médio obtido para todos os As e verifique para qual comprimento de
onda na faixa visivel (400-700nm) essa lamina se comporta como retardadora de A\/2 ou A/4.

Outra sugestao: é possivel que os polarizadores utilizados ndo sejam muito eficientes para polarizar alguns compri-
mentos de onda, principalmente com A > 640 nm. Nesses casos, o0 minimo da senoide observada no osciloscépio para a
luz sem a lamina birrefringente nao vai ser zero. A experiéncia mostra que isso pode ser corregido utilizando esse minimo
como referéncia de zero para se medir o minimo com a propria lamina. Esse foi o procedimento utilizado para se obter
os dados na tabela 11.2.

11.3.1 Exemplo

Segundo o procedimento acima, medimos/calculamos ¢ para os comprimentos de onda indicados na Tabela 11.2, para
calcular o valor médio da espessura d da lamina. Com esses dados fizemos o grafico, que aparece ao lado da tabela, para
comcluir que se trata de uma lamina retardadora em A\/4, de ordem zero, para A = 575 nm. Uma outra alternativa
é fazer o grafico correspondente & Eq.(11.10), para os diferentes comprimentos de onda e verificar para quais valores
inteiros de N existe intersegao das curvas, como ilustrado na Fig.11.2, onde alguns comprimentos de onda se intersetam
em N = 0 dando d=15880 pm e outros dois em N = —1 dando d=-15500 um (o sinal negativo ndo tem importancia
neste caso). A Fig.11.3 mostra as mesmas curvas exceto para 504 e 524 nm, em cujo caso usou-se o sinal de ”menos” para
a phase ¢, o que resultou numa intersecao em N = 1 dando d=15630 pm.
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Tabela 11.1: Indice de refracdo do Quartzo [8]
A cristalino fundido
nm ordinario | extraordindrio
200.060 | 1.64927 1.66227
226.503 | 1.61818 1.62992 1.52308
257.304 | 1.59622 1.60714 1.50379
274.867 | 1.58752 1.59813 1.49617
303.412 | 1.57695 1.58720 1.47867
340.365 | 1.56747 1.57738 1.46968
404.656 | 1.55716 1.56671 1.46690
486.133 | 1.54968 1.55898 1.46318
546.072 | 1.54617 1.55535 1.46013
579.066 | 1.54467 1.55379
589.290 | 1.54425 1.55336 1.45845
656.278 | 1.54190 1.55093 1.45640
706.520 | 1.54049 1.54947 1.45517
766.494 | 1.53907 1.54800
794.763 | 1.53848 1.54739 1.45340
844.670 | 1.53752 1.54640
1014.06 | 1.53483 1.54360
Tabela 11.2: Medidas numa lamina birrefringente comercial de quartzo
> 04 : :
< | | |
A(um)  An to+m  d(um) S 03 5750m »
700 0.008984 1.2178 15.099 ”g 025 = ;“Ha ';'h_ﬁ;
670 0.009009 1.388 16.428 © T
634 0.009053 1.4063 15.672 > 0.2 b e T
593 0.009104 1.4929 16.005 g:_
524 0.009216 -1.4223+7m  15.558 @ : . :
504 0.009253 -1.3564+7m  15.476 0.1 : : :
500 550 600 650 700
d=15.706 pm A {wm)

Gréfico de d x An em funcoa de A utilizando os dados

da tabela ao lado.
A/4, de ordem zero, para A = 575 nm

A curva mostra que essa lamina é



164
30000
15000 |- y
g s
2 R e SO S
© W
~15000 -15500 = e
-30000
] 1 0 1 2
N

Figura 11.2: Grdfico da espessura d da lamina birrefrin-
gente em fungao do numero de ordem N para diferen-
tes X: 504nm (roxzo), 524nm (celeste), 593nm (verde),
634nm (vermelho), 670nm (preto) e 700nm (azul)

11.3.2 Exemplo

CAPITULO 11. BIRREFRINGENCIA-T
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Figura 11.3: Grdfico da espessura d da lamina birrefrin-
gente em funcao do miumero de ordem N para diferen-
tes X: 504nm (cinza), 524nm (celeste), 593nm (verde),
634nm (vermelho), 670nm (preto) e 700nm (azul), como
na Fig.11.2, mas com valores negativos para as fases de
504 e 524 nm.

A Fig.11.4 mostra um resultado tipico obtido no laboratério para uma outra lamina de retardo comercial. Com os dados
indicados nessa figura, verifique que a lamina estudada representa de fato uma lamina A\/4 para A =633nm. A Fig.11.5
mostra a relagdo I/l para a mesma lamina usada na Fig.11.4 mas agora medida usando o laser He-Ne de 633nm e
mais 4 leds bastante monocromaticos. As fontes de luz foram sendo sucessivamente trocadas na montagem sem qualquer
alteracao na posicao da lamina, polarizador de entrada e fotodetector.
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Figura 11.4: Medida da intensidade mdzima In (o),
minima (Q) e razao Iy /Im (), para uma lamina de
retardo cometcial de ordem zero, com feixe direto de um
laserHe-Ne com A=633 nm. O wvalor do minimo para
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Figura 11.5: Poténcia

polarizer position (degrees)

mazrima sobre minima calculada

para uma luz elipticamente polarizada na saida da mesma

lamina de retardo estud,

ada na Fig.11.4, para diferentes

posi¢coes angulares do polarizador de entrada, e para ilu-
minacoes de diferente comprimento de onda. O nimero
ao lado de cada curva representa o valor para o minimo
da curva e as diferentes iluminacdes correspondem aos
leds indicados na Fig.16.4.
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Capitulo 12
Birrefringéncia-II

Fabricacao de uma lamina de retardo de fase
12.1 Objetivo

Utilizando as técnicas de medida descritas no capt.11 e as sugestdes no artigo [29] fabricar uma lamina de retardo
utilizando filmes plasticos para transparéncias como os utilizados em impressoras deskjet.

12.2 Metodologia

e Verificar teoricamente se é possivel se combinar dois filmes de birrefreingéncia conhecida para se obter um outro
num valor intermedidrio entre o que resultaria da soma e da diferenga entre os dois.

e Utilizando as técnicas no Capt.11 medir a birrefringéncia no centro de alguns filmes.

e Fazer uma combinagdo entre dois ou mais filmes j& medidos para obter um que seja A/2 ou A\/4 para algum
comprimento de onda pré-determinado
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Capitulo 13

Velocimetria Doppler-1I

Estudo do movimento de um alto-falante
13.1 Objetivos

Estudar o movimento oscilatério de um alto-falante comercial. Em particular, mas ndo apenas, medir a amplitude de
oscilagao, velocidade méxima e linearidade da resposta (tensdo aplicada vs amplitude de oscilagdo) do alto-falante.

13.2 Introducgao

O efeito Doppler, que resulta na mudanga da freqiiéncia da luz ao se refletir num objeto em movimento, permite medir a
velocidade desse objeto. Para isso se utilizam técnicas de interferometria num interferémetro de Michelson simplificado.
A teorfa estd descrita em [7] e nas secs.4.1.4 e 4.1.5. Uma descri¢cdo mais completa do uso desta técnica foi publicada
por Freschi e colaboradores [30].

13.3 Metodologia

1. Posicionar o alvo (neste caso um alto-falante) a distancia correta do aparelho, lembrando que os dois bragos do
interferometro de Michelson devem ser aproximadamente iguais.

2. Observar o sinal do detector, na saida do interferémetro, num osciloscépio: pelo niimero de ciclos podemos calcular
a amplitude do movimento e pelo menor periodo podemos calcular a velocidade maxima.

3. Medindo-se a amplitude para diferentes tensoes aplicadas podemos estudar a linearidade da resposta do alto-falante.

4. Pela relagdo existente entre a amplitude e a velocidade méxima podemos verificar se trata-se de uma oscilagao
harmonica, o que também esta relacionado com a linearidade da resposta.
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Capitulo 14

Velocimetria Doppler-11

Estudo eletromecamico de um alto-falante
14.1 Objetivo

Estudo de um alto-falante e determinagao dos parametros eletro-mecanicos mais imortantes.

14.2 Teoria: Oscilador harmonico amortecido

O movimento de um alto-falante pode ser caracterizado como uma oscilagdo harmoénica com amortecimento onde o
movimento sem excitagdo é descrito pela equacao

mi + bi + kx = 0 (14.1)
cuja solucao é

c=A e M2 cos(wyt + &) (14.2)
com v =b/m wZ=k/m w? =w?—(y/2)? (14.3)
sendo: 7/2 K wo € Wy R wo, — %fy2/wo (14.4)

A energia total desse oscilador é

1 NI

W = im(:c) + §kx (14.5)

e sua taxa de variagdo temporal é

dw dWdz dWdx

aw _ dW dz aw dr _ . .:_.2< )
a0 Al A el (mi + kx)t bz” <0 (14.6)

Da Eq.(14.6) se conclui que a energia do oscilador diminui com o tempo, o que era de se esperar por se tratar de uma
oscilaga@o com amortecimento. Substituindo a expressao para z em Eq.(14.2) na Eq.(14.5), resulta

1oy [P 2 | W
W = §A me i cos(2wst + 2¢) + w, + = sin(2wyt + 2¢) (14.7)

e a média temporal num ciclo fica assim

< W >= %AQmw2 e para vy < Wo (14.8)
- <dZV ~= %7A2mw3 e (14.9)

Assim, a taxa de dissipagao relativa de energia é

1 d<w>
<W> dt =7

(14.10)

171



172 CAPITULO 14. VELOCIMETRIA DOPPLER-II

14.2.1 Ressonancia forcada

Neste caso a Eq.(14.1) fica assim

ma + bt + kx = F cos(wt) (14.11)
cuja solucao particular é
x = Acos(wt+ ¢y) (14.12)
bw
t = — 14.13
an ¢ Tk ( )
A = F/m (14.14)

\/72(”2 4 (w2 _ w?,)2

Sendo que o valor médximo da amplitude é

F F
A= — /m ~ L/ (14.15)
VPR WE +77/2) + (42/2)? Vo
para W’ =w: +7%/2 e wi>~%/2 (14.16)

E bom lembrar que, em termos de amplitude de oscilagéo, a freqiiéncia de ressonéancia é diferente para os diferentes casos
assim:

Ressonancia sem amortecimento = w, (14.17)
Ressonancia livre com amortecimento = wjzc =w?—4%/4 (14.18)
Ressonancia forcada com amortecimento = wit = wi +~°/2 (14.19)

Devemos lembrar que no caso do alto-falante, sua membrana esta fixada numa bobina que se move con campo magnético
de um iman permanente. Por isso a forga responsavel pelo movimento da membrana é

F « iBI (14.20)

onde [ é o comprimento da bobina, B é a indugao magnética e i é a corrente que circula pela bobina. Isso significa que
ao normalizar a amplitude, velocidade e outros parametros experimentais do alto-falante, é preferivel normalizar pela
intensidade e nao pela tensao aplicada na bobina do alto-falante.

14.3 Experimento

O alto-falante, com a sua membrana pintada com uma camada muito fina de tinta retro-refletiva, é colocado num dos
brazos de um interferémetro de Michelson. Ele é alimentado com uma tensdo senoidal e o sinal Doppler resultante é
transformado num sinal elétrico num foto-detector e visualizado, junto com o sinal de alimentacao, num osciloscépio,
como ilustrado na Fig.14.1

14.3.1 Medida da amplitude

Diretamente da Fig.14.1 pode-se medir a amplitude de oscilacao. Cada periodo do sinal Doppler representa o desloca-
mento de A/2 na posicao da membrana do alto-falante. Para meio periodo do movimento da membrana que é o intervalo
entre duas posigoes consecutivas de velocidade zero no alto-falante e que corresponde ao intervalo de 0.56ms indicado na
Fig.14.1, podemos distinguir aproximadamente 6 e 1/2 ciclos de sinal Doppler o que representa

A=65\/4=103 yum para A= 0.66um (14.21)

onde A=0.633um corresponde ao laser utilizado no experimento da Fig.14.1 e A é a amplitude de oscilagdo do alto-falante.

14.3.2 Medida da velocidade

A Fig.14.1 também permite a medida da velocidade do alto-falante, particularmente a velocidade méaxima uys. Para isso
basta procurar no sinal Doppler, a regidao onde o periodo é menor, que neste caso corresponde ao indicado como 0.053ms
na figura. Sempre sabendo que um periodo do sinal Doppler corresponde ao movimento da membrana numa distancia
A/2, calculamos a velocidade assim

un = (A/2)/(0.053ms) = 5.97mm/s (14.22)
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Figura 14.1: Sinal Doppler tipico produzido pela membrana de um alto-falante alimentado por uma tensao
senoidal de 88mV (pico-a pico) e freqiiéncia de f = 900Hz. Os 0.56ms medidos sobre o sinal representam o
semi-periodo do sinal de alimentagdo. O perfodo minimo (0.053ms) indicado na figura sobre o sinal Doppler
mostra o ponto onde a velocidade da membrana do alto-falante é maxima.

14.3.3 Linearidade da resposta

As equagoes de movimento aqui formuladas incluem sempre o termo ‘kx” para a forca de restituicao, o que significa que
o sistema opera na regiao perfeitamente eldstica e por esse motivo a amplitude A é sempre proporcional a forga F' agindo
sobre o sistema como indicado pela Eq.(14.14). Da Eq.(14.12) podemos calcular a velocidade assim

u= %(A cos(wt + ¢y)) (14.23)
uy = wA (14.24)

que significa que, na hipétese de operagao dentro do regime perfeitamente eldstico, existe a relagao simples na Eq.(14.24)
entre vy e A. Para verificar experimentalmente isto, podemos medir diretamente A e uas, como indicado nas secs.14.3.1 e
14.3.2 respectivamente, para diferentes tensoes (o correto seria medir as correntes e nao as tensoes, como explicado acima)
aplicadas ao alto-falante, para uma freqiiéncia fixa, e graficar esses resultados como na Fig.14.2 onde nossas hip6tese de
linearidade sao perfeitamente verificadas. No caso da Fig.14.2, o coeficiente angular resultou ser 7.09(mm/s)/um de cujo
valor calculamos assim

70905}

! 2

= 1128H>2 (14.25)

e que é bastante préximo do valor nominal de 1100Hz utilizado no experimento.

14.3.4 Fator de qualidade

A poténcia dissipada pelo alto-falante calcula-se como

Py = b(&)® = bw’A%cos®(wt + ¢y) (14.26)
e seu valor médio (temporal) é
<Pi> = %6A2w2 (14.27)
1 2 w2
= ZbF 14.28
2 ( /m) ,ngg_‘_(wg_wg)g ( )
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Figura 14.2: Resposta de um altofalante em termos da tensdio pico-a-pico (Vyp) aplicada e da velocidade mdzima, ambas
graficadas em funcdo da amplitude medida A da oscilagcao, para uma freqiéncia de excitacdo f = 1100H z no alto-falante.

E facil verificar que o valor méximo para a poténcia se atinge para w = w, resultando

1 b(F/m)?
< Py >o= -——F— 14.29
R (14.29)
Chamando w; e w2 as freqiiéncias & meia poténcia (poténcia metade da de ressonéncia), resulta
1 b(F/m)wi 1 b(F/m)?
P = = 14.30
DR R o L (14:30)
1 b(F/m)?w3 1 b(F/m)?
P - = 14.31
< g >2 2722 T (@2 — w2 4 o2 ( )
do que resulta
(Wi —w))? =wiry? (Wi-w))P=wi S w—wi=n (14.32)
O fator de qualidade que é definido como
Q=Y (14.33)
w2 — W1
resulta ser assim
Q= wo/7 (14.34)
que em fungao do significado de v na Eq.(14.10) permite escrever Q como
1
Q _ (14.35)

or 1o

que representa a energia média por energia dissipada num ciclo. Na Fig.14.3 estao representadas as medidas de amplitude
A, para um valor fixo da tens@o aplicada, feitas num alto-falante comercial, ao redor da sua ressonancia. Graficou-se
também o valor A% f? < P; >. Utilizando o ajuste tedrico para estes dltimos dados, calculou-se Q = 4.95. Calculou-se
também a velocidade méxima, nas condigbes do experimento, para a freqiiéncia de ressonancia f, = 1015 Hz assim

upm = A2xfo = 38.52mm/s para f, = 1015Hz (14.36)

Supondo uma massa de aproximadamente 1g para a membrana (e bobina acoplada) vibrante podemos estimar a energia
media do vibrador

< W >=mui, /2 ~ 0.742u] (14.37)
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Figura 14.3: Amplitude de oscilagio A (circulos) e A®f? (tridngulos) medidos em funcio da freqiiéncia de excitagio f
para um alto-falante comercial. As curvas sao os melhores ajustes teoricos. Resultados dos alunos Edmilson Besseler e

Carlos Luciano de Danieli no curso F-840, Abril/2002.

Substituindo o resultado acima na Eq.(14.35), podemos calcular a poténcia dissipada na ressonancia

< Py >o=<W >27f,/Q ~ 1mW para f, =1015Hz

(14.38)

que deve ser béasicamente a poténcia sonora do alto-falante. Na Fig.14.4 vemos o mesmo parametro u oc A2 f2 mas agora
normalizada sobre a corrente e ndo apenas sobre a tensdo aplicada. A Fig.14.5 mostra um estudo num dominio mais

amplo de frequéncias, mostrando outras ressonancias.
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Figura 14.4: Velocidade normalizada pela corrente medida ao redor da ressondncia
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Figura 14.5: Potencia de um alto-falante (quadrado da velocidade mdzima normalizada sobre a corrente) em fungao da
freqiiéncia, num dominio maior, mostrando outras ressonancias menores, possivelmente um sequndo harmaonico.
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Medida da banda passante de um fotodetector
15.1 Objetivo

Medir a banda passante de um fotodetector utlitlzando o sinal doppler gerado por um alto-falante

15.2 Metodologia

A mesma montagem anteriormente utilizada para estudar o movimento de um alto-falante, pode ser também utilizada
para estudar a banda passante de um fotodetector, no caso, o préprio detector utilizado para medir o sinal Doppler do
experimento anterior.

A Fig.15.1 ilustra o assunto e a Fig.15.2 mostra um detalhe. A amplitude do sinal nas bordas (onde o sinal tem uma
freqiéncia Doppler quase zero fp ~ 0) é a resposta Ro do detector a f ~ 0 enquanto que no centro (onde a freqiiéncia
Doppler fp é méxima e entdo chamaremos de f3! ) a amplitude corresponde a resposta Ry, a freqiiéncia Doppler fp
nesse ponto. Esta tltima pode ser diretamente calculada na tela do osciloscopio. A razao R(fp) = Ry, /Ro é a resposta
relativa. O experimento deve-se repetir para varias freqiiéncias fp no centro, e com isso se faz um grafico, como o da
Fig.15.3, que deve responder & equacéo tedrica

R——1 (15.1)

Vit

O valor de fp que corresponde a R = 1/\/5 (ou -3dB) é o chamado “valor de corte” f. para a freqiiéncia do detector e
é quem determina sua “banda passante”.
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Figura 15.1: Efeito da largura de banda limitada na resposta do detector sobre o sinal Doppler. A tensao aplicada
é senoidal com amplitude pico-a-pico de 0.177V e 1200Hz, 0.177V. As respostas do detector nas freqiiéncias
zero e maxima (fAI = 93.46 kHz) sdo 0.10V e 0.0757V respectivamente.
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Figura 15.2: Vista detalhada da Fig.15.1: A resposta em fp ~ 0 é 0.1069 V (pico-a-pico) enquanto que para a
posigao onde o periodo é minimo (At=0.0100ms) cai para 0.0748V
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Figura 15.3: Medida da resposta R em fungdo da fregiiéncia Doppler mdzima f& de wm fotodetector, cuja fregiiéncia
de corte resultou ser de f. =108 KHz
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Capitulo 16

Coeréncia e espectro de poténcia da luz

Espectrometria por Transformacao de Fourier
16.1 Introducao

Existe uma rela¢ao matemética bem estabelecida entre o comprimento de coeréncia e o espectro (de poténcia) da luz [7]
e que foi estudado na sec.4.2. O espectro pode-se medir com ajuda de um espectrometro e isso nos fornece o chamado
espectro de poténcia S(v). Por outro lado a fungdo de autocorrelagao I'(7), que estd relacionada com a interferéncia da
luz (vide sec.4.2), pode ser medida por meio de um interferémetro de Michelson. Ambas quantidades estao relacionadas
pela transformacao de Fourier

S(v) = TF{I'(r)} (16.1)

Essa relacao é o fundamento da “Espectrometria por Transformacao de Fourier” que permite calcular o espectro a partir
do interferograma medido num interferémetro de Michelson. A relacdo de transformacdo de Fourier leva também a
relacao simples

ATAv > 1 (16.2)

Como AT estd relacionada com o comprimento de coeréncia e Av com a monocromaticidade ou pureza espectral, fica
claro que sabendo um deles podemos calcular o outro.

16.2 Objetivos

Os objetivos se dividem em duas partes: uma dedicada ao ajuste do instrumento, e outra, uma vez ajustado o aparelho,
ao estudo propriamente dito das fontes de luz.

e Ajuste do interferémetro (veja detalhamento em G).

e Estudo das fontes de luz

1. Verificar experimentalmente que a largura do espectro de poténcia e da funcao de autocorrelagao, para
diferentes fontes de luz, verificam a relacdo de incerteza (vide Eq.(B.30))

AT Av >1 (16.3)

2. A partir da medida do termo de interferéncia num interferémetro de Michelson, para diferentes fontes de luz
quase-monocromaticas, calcular os espectros correspondentes.

16.3 Metodologia

Primeiramente é necessario fazer o alinhamento e ajustes inicias do aparelho, como detalhado em G, para depois proceder
ao estudo propriamente dito das fontes luminosas.

16.3.1 Estudo das fontes de luz
e No interferometro de Michelson, observar as franjas de interferéncia de:

— um laser He-Ne
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Figura 16.3: Visibilidade das franjas de in-
terferéncia medidas da mesma forma que na
Fig.16.1, mas utilizando um led de A = 476 nm

cujo espectro aparece na Fig.16.4. A curva foi Figura 16.4: Espectro de poténcia de alguns leds comerciais
ajustada com uma gausssiana.

L (nrr)

— uma lampada de mercurio
— uma lampada de Na
— aluz de um fotodiodo (LED)

— uma lampada incandescente

Com base na estrutura das franjas de interferéncia observadas e/ou medidas, concluir sobre a forma do espectro
correspondente.

e Medir a transmitancia de um filtro interferencial e medir a visibilidade das franjas de interferencia desse filtro,
iluminado com luz branca e observado num interferometro de Michelson. Relacionar ambos os resultados.

e Repetir o item acima mas agora com um fotodiodo. Compare seu espectro medido diretamente com a visibilidade
das franjas observadas no interferémetro.

A Fig.16.1 mostra o espectro de um led emitindo em 504nm. A curva foi ajustada por uma gausssiana em fungao
de 1/X, como indicado na figura. Na Fig.16.2 aparece a medida das intensidades mdximas e minimas das franjas de
interferéncia, junto com a visibilidade calculada para essas franjas. A curva de visibilidade também foi ajustada com
uma gaussiana em fungdo de A. A distancia foi medida sabendo-se que uma interfranja representa uma distancia de
A = 504 nm. Na hora de escolher o tipo de iluminacao devemos ter cuidado com a coeréncia da luz: se ela é muito
coerénte significa que tem uma fungao de auto-correlagdo muito larga e nesse caso poderia acontecer que a visibilidade das
franjas de interferencia ndo variasse sensivelmente no pequeno percurso que podemos mover o espelho do interferémetro
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de Michelson. Por outro lado, uma luz muito pouco coerénte pode ndo nos permitir ver quase que nenhuma franja ao
mover o espelho e por isso invibilizar o experimento.
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Capitulo 17

()ptica de Fourier

17.1 Difracao de micro-orificios circulares

17.1.1 Introducao

Trata-se de ilustrar experimentalmente algumas nocoes basicas de difracao sob o formalismo da Optica de Fourier.

17.1.2 Objetivos

Estudar as diferengas nas figuras de difracdo de um micro-orificio circular, de um conjunto aleatoriamente distribuido
desses orificios (na verdade esferinhas retro-refletoras) e de um conjunto ordenado de micro-orificios

17.1.3 Metodologia

Como exemplos veja as imagens de difragao, observadas por meio de um feixe laser direto, de um pinhole comercial (de
20 a 50 pum de didmetro) cuja imagem de difracao estd ilustrada na Fig.17.1, de uma méscara de trasmissao gravada num
filme fino metélico cujo espectro de difragdo aparece na Fig.17.2 e de uma superficia pintada com uma tinta retro-refletiva
(formada por micro-esferas de vidro suspensas numa materia aderente) como aparece na Fig.17.3.

17.2 Transformagao de Fourier pelas lentes

17.2.1 Objetivos:

Verificar o uso de lentes para realizar a transformgao de Fourier (TF) de imagens.

17.2.2 Introducao

E possivel mostrar que a diffragdo da luz na aproximagao de Fraunhoffer pode ser matematicamente formulada como a
TF do plano objeto [11, 31]. Podemos conseqiiéntemente mostrar que a formagao de uma imagem O6ptica é a dupla TF
e que, escolhendo adequadamente o experimento, podemos agir sobre o plano da TF para modificar o resultado obtido
na imagem.

17.2.3 Roteiro proposto

e Utilizando objetos (slides) escolhidos, mostrar que uma lente numa montagem adequada pode produzir a Trans-
formada de Fourier (TF) do objeto.

e Mostrar que a TF da TF reproduz o objeto (imagem do objeto).

e Provar experimentalmente algumas das propriedades da TF:

— invariancia translacional (da amplitude)

— produto e produto de convolugdo numa montagem &ptica
e Fazer alguns experimentos simples de filtragem de frequéncias espaciais no plano 6ptico de Fourier:

— inverter o contraste e/ou realcar as bordas de uma imagem

— eliminar o "reticulado”numa imagem digitalizada ou eliminar a imagem ficando com o reticulado apenas
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Figura 17.1: Difragio de um orificio circular de
100um de diametro, iluminado com um laser de
A=532nm e observado numa tela a uns 50-60cm de
distancia do orificio. A mancha central é muito in-
tensa e saturou a fotografia dando a ilusdo de ser
quase branca.

Figura 17.2: Difragdo de um arranjo ordenado
de microfuros numa lamina metdlica, iluminada
com um feixe laser (A =633nm) direto e obser-
vada numa tela

Figura 17.3: Difracio de uma lamina pintada com tinta retro-refletiva iluminada com um feize laser (633nm) direto
e observada por reflexdo. O centro escuro corresponde ao furo para passagem do raio laser. Observe o primeiro anel

escuro.
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— transformar um reticulado ”rectangular’num outro sinusoidal de freqiiéncia espacial igual ao primeiro ou
com frequiéncias correspondentes aos harmonicos superiores.

17.3 Multiplexing espacial
17.3.1 Objetivos:

Gravar duas imagens diferentes e multiplexadas, num mesmo filme fotografico e separa-las depois numa montagem de
dupla TF, utilizando a filtragem espacial adequada

17.3.2 Introducao

A multiplexagao espacial de imagens (informagoes), como descrita na sec.5.7.6.1, é o simil espacial da multiplexacao
temporal, mecanismo pelo qual podemos enviar diferentes informacoes (fungdes temporais f;(¢)) multiplexadas pelo
mesmo canal. No caso temporal como no espacial, cada uma das informagoes (fungdes ou imagens) pode ser selecionada
escolhendo a frequéncia temporal (ou especial) na qual ela estd multiplexada. Esta ultima é chamada de “portadora”
no caso temporal (vamos chamar assim mesmo também no caso espacial) e o exemplo mais comum sao as chamadas
ondas AM (amplitude modulated). Sejam as portadoras gi,2 = cos(2mv1,2t) e as respectivas moduladoras f1,2(¢), com as
respectivas ondas multiplexadas[11, 31]:

Ji).91(¢)  f2(1).g2(¢) (17.1)

cujas TF sao:
TE{fi()} «* TF{q1(t)} = Fi(v) x6(v — 1) = Fi(v — 1) (17.2)
] TF{fz(t).gz(t)} = FQ(]/ — 1/2) (17.3)

O que significa que os espectros temporais estdo centrados respectivamente em 1 e em v2 e podem ser entdao separados
utilizando-se filtros centrados em uma ou outra das frequéncias. No caso espacial tudo é igual excepto que ocorre no
espacio e ndo no tempo: basta escrever f;(z) e gi(z) = cos(2w fzix) para a moduladora e a portadora respectivamente.
O espectro de Fourier (espacial) fica centrado em f.; e pode ser selecionado filtrando (espacialmente, numa montagem
de dupla TF) essa frequéncia espacial.

17.3.3 Roteiro proposto

e Fabricagao de duas imagens multiplexadas:
Na montagem de dupla TF, coloque a mdquina fotografica (sem objetiva) no lugar onde se forma a imagem
do objeto. Como objeto coloque um slide (modulador) e um reticulo (portadora) encostado nela de forma que
a transmitancia seja o produto de ambas. Grave essa imagem no filme e ndo mexa na maquina. Substitua o
slide anterior por outro diferente e encoste nele o mesmo reticulo, mas agora rotado de um dngulo (pode ser
90° para facilitar) e grave no mesmo local do filme sem rodar o filme. Voce terd assim a soma de duas imagens
diferentemente multiplexadas. Agora pode revelar e fixar o filme.

e Demultiplexagao (recuperacao) das imagens:

Coloque o filme revelado com as duas imagens multiplexadas na montagem de dupla TF. Examine o plano imagen
e vai ver as duas imagens superpostas (o reticulo é muito fino e provavelmente nao vai ser visto. Examine o plano
de Fourier e filtre uma das portadoras (espaciais): no plano imagem vai aparecer entdo apenas a moduladora
associada. Filtre a outra portadora e verifique que agora é a outra imagem que aparece. Nao esqueca que, a
menos que vocé tenha tomado o cuidado de gravar as duas imagens na regido de resposta linear do filme (bastante
dificil!!!l!) vai haver o que se chama de “inter-modulacao” entre as duas imagens, isto é nao vao poder se separar
completamente. Se o material fosse rigorosamente linear, isto nao ocorreria
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Capitulo 18

Difracao

18.1 Objetivos

Medir e caracterizar diferentes microestruturas com o auxilio da difracdo da luz.

18.2 Introducao

Para microestruturas com dimensoes tais que possa ser utilizada a aproximacao escalar da difracdo da luz, e na chamada
aproximacao paraxial, a difracado da luz pode ser calculada pela transformagao de Fourier [11], o que facilita grandemente
os célculos.

18.3 Roteiro proposto

e Calcular o didmetro de uma micro abertura circular (10 a 50 um de didmetro) utilizando a difragao de um feixe
laser (quase) focalizado na abertura a medir.

e Calcular o periodo espacial de uma rede rectangular de amplitude, assim como o tamanho da porgao opaca de
cada perfodo [11, 32, 33].
e Medir a largura de uma micro fenda rectangular.

e Na medida do possivel, tente medir os espectro de difracdo utilizando um fotodetector linear, o que lhe dard
maiores possibilidades de interpretagdo da estrutura difratante. Caso nao exista essa possibilidade, procure se
auxiliar pela localizacdo dos minimos e maximos de luz nos espectros de difragao.
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Capitulo 19
Cristais Fotorrefrativos

Mistura de ondas
19.1 Objetivo

Gravar um holograma num cristal de Bi12TiO20 (BTO), verificar a presenca do holograma gravado e o fendmeno de
“mistura de ondas” e quantificar a transferéncia de energia entre os feixes.

19.2 Introduction

Os materiais fotorrefrativos [15] sdo fotocondutores, o que significa que a luz libera portadores de carga elétrica no
material. Eles sao também eletro-épticos (efeito Pockels) o que significa que um campo elétrico no material modifica
seu indice de refracao. Estas duas propriedades permitem que um padrao de interferéncia luminoso grave uma rede de
difracao (ou eventualmente um holograma) no volume do material, sob forma de modulagao do seu indice de refracao
[34, 13, 15]. A rede gravada difrata a luz o que ocorre tambem com os feixes incidentes. Isso significa que durante a
gravacao do holograma, o proprio holograma que vai se gerando produz a difracdo dos feixes que o estao gerando. Esse
fendmeno chama-se de “auto-difragdo” ou “mistura de ondas”. A luz transmitida por tras do cristal carrega entéo o feixe
transmitido e o difratado nessa mesma dire¢do o que pode ser escrito na forma

Is =121 —n)+Ign+ cosy\/I31%~/n(1 —n)cos ¢ (19.1)
Ir = Ix(1 —n) + IS0 F cos y\/12T%\/n(1 — n) cos (19.2)
onde Is e Ir sao as intensidades medidas por tras do cristal nas diregoes dos feixes incidentes Igv e I% respectivamente,

n é a eficiéncia de difragdo do holograma, cos~y representa as polarizagdes dos feixes transmitido e difratado e ¢ é a
diferenga de fase entre o feixe transmitido e o difratado, na saida do cristal.

As Eq@s.19.1 e 19.2 podem ser escritas de outra forma assim:

1482
3% = Ir(0)/Is(0) (19.4)
In(d) = IR(O)% (19.5)
6% = Ir(0)/Is(0) (19.6)

onde fica mais evidente o efeito de transferéncia de energia de um feixe para o outro sendo que I' é o chamado “ganho” ou
“amplificagdo” do sinal, I5(0) é a intensidade do sinal na entrada do cristal, Is(d) é a intensidade do sinal apds percorrer
uma espessura d do cristal e Ir é a intensidade do feixe “de bombeio” onde Ir(0) > Is(0). Se I' for positivo, Is(d)
aumenta em detrimento de Ir(d) e viceversa para I' negativo [35, 36, 37]. Comparando os dois conjuntos de equagoes
acima fica claro que o “ganho” T, a eficiéncia de difragdo 1 e a defasagem ¢ entre os feixes transmitido e difratado, estao
interligados e que a magnitude da primera é maior quanto maior seja 7 e mais préximo ¢ seja de /2

Para o caso 3% > 1, as Eqgs.(19.1) e (19.2) podem ser simplificadas assim

Is(d) = Is(0) M (19.7)
IR(d) 2 IR(O) (19.8)
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A gravacao do holograma ocorre quase que em tempo real e também é reversivel, o que significa que ao se cortar um dos
feixes para se medir 1 o holograma vai se apagando inviabilizando assim a medida direta de 7.

Em muitos cristais fotorrefrativos as polarizacoes dos feixes transmitido e difratado na saida dele nao sao paralelos.
Isso chama-se de difragdo anisotrépica [15], o que obviamente repercute no acoplamento entre os feixes representado nas
equagoes acima.

19.3 Metodologia

Numa montagem holografica usando um laser com comprimento de onda adequado gravar um holograma num cristal de
B12TiO29

e Algum tempo apés a gravgao, verificar qualitativamente a presenca de um holograma, produzindo uma pequena
perturbago por exemplo, e observando o resultado na intensidade de luz na saida.

e Verificado que um holograma esté sendo gravado, cortar um dos feixes incidentes e observar o efeito na saida do
outro feixe.

e Quantificar o efeito de transferéncia de energia em ambos os feixes na saida do cristal.

e Calcular o ganho I'd e, mudando a direcao de polarizagao da luz incidente, estudar o efeito da difracao anisotropica
sobre o ganho. Lembre que ao mudar a polarizacao incidente, ela tem que ser igual para ambos os feixes. Encontrar
a polarizagdo que produz méximo ganho.

e Nas condigoes de maximo ganho encontrada acima, estudar o efeito da relagdo de intensidades (ﬂz) sobre o ganho.



Capitulo 20

Medida de vibracoes por holografia

20.1 Objetivos

Observar os modos de vibragdo de uma superficie e medir a amplitude de vibragdo nos diferentes pontos do plano

20.2 Introducao

A técnica de medida a ser utilizada é a chamada ”holografia interferométrica em média temporal”. O holograma é
gravado num cristal fotorrefrativo que permite o registro em tempo real e de forma reversivel. O método permite a
visualizagdo imediata dos modos de vibragdo no plano todo. A partir do interferograma formado podemos inferir os
valores das amplitudes de vibragdo em todos os pontos do plano. O objeto de estudo serd a membrana de um alto-falante
comercial

20.3 Roteiro proposto

e Escolher a frequéncia e a tensdo de excitagdo para observar um padrado de modos bem definidos

e A partir do sistema de franjas de interferéncia formado, construir um “mapa de nivel” da distribuicao de amplitudes
no plano

e Estudar a relacao existente entre a tensao aplicada e a amplitude produzida
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Capitulo 21

Coeficiente eletro-6ptico

21.1 Objetivos

Medir o coeficiente eletro-6ptico através da medida de birrefringéncia produzida no material pela aplicacao de um campo
elétrico.

21.2 Introducao

Alguns materiais sao eletro-6pticos, isto é, um campo elétrico aplicado nele produz cambios no seu indice de refragao. O
coeficiente eletro-éptico pode-se representar por um tensor e por isso deve-se tomar cuidado para saber quais elementos
do tensor est@o sendo medidos. O método a ser utilizado [38, 39] consiste basicamente em iluminar o cristal com uma
luz linearmente polarizada e medir a elipticidade da luz apds atravesar o material. D’ai se poderd deduzir o coeficiente
desejado. Deve-se tomar cuidado com a presenca de outros fenémenos associados que podem aparecer e que podem
complicar a medida: fotocondutividade, piezoeletricidade, atividade éptica, ferroeletricidade, etc. O material a ser
estudado serd um cristal de Bij2TiO2.

21.3 Roteiro proposto

e Medir a atividade 6ptica do cristal

e Medir a elipticidade na saida do cristal seguindo o procedimento descrito na bibliografia [38], para medir o coefi-
ciente eletro-6ptico, na presenca de atividade 6ptica.

e Repetir a medida para outros valores do campo aplicado
e Calcular o coeficiente eletro-éptico r41.

e Repetir o procedimento com outros comprimentos de onda para verificar possiveis dependéncias com \.

O cristal de sillenita, na configuragda transversal indicada na Fig.21.1, com campo elétrico aplicado ao longo do eixo v,
transversalmente & dire¢ao de incidéncia da luz (eixo z), ilumina-se com luz linearmente polarizada, com ésta incidindo
numa posi¢ao angular 6 no plano y — z, para a qual medimos as intensidades do eixo maior Iy; € menor I,, da elipse na
saida do cristal para assim calcular

Iy — Iy
o = Jgﬁ (21.1)
Fazemos o mesmo cédlculo mas agora para a luz incidindo num angulo 6 + 7/4 e calculamos
2 2 §° (sin(¢/2) 1"
Vo +Viirpn=1+ 1—7 (Tﬂ) (21.2)
6= 27”n3r41Eyd (21.3)
> =p>+6° (21.4)

onde d é a espessura do cristal ao longo do eixo x e p é o dobro do angulo de rotacdo da luz linearmente polarizada ao
atravessar a espessura d do cristal.

Neste experimento é necessario tomar algumas precaucses:
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b

. 0/
(110) (11

X

Figura 21.1: Configuragao transversal de um cristal de sillenita (BTO, BGeO ou BSiO) para medida de coeficiente
eletro-éptico. Luz incidente perpendicular a face (110) ao longo do eizo x e campo elétrico aplicado ao longo do eizo y.

e A iluminacdo tem que ser o mais fraca possivel compativel com uma adequada medida de intensidade, isto para
evitar poralizacao elétrica do cristal via fotocondutividade.

e Alguns polarizadores ndo polarizam adequadamente a luz. Nesse caso é necessario

— se limitar aos A para os quais os polarizadores se comportam adequadamente

— ou levar em conta o funcionamento falho do polarizador, tomado como referéncia para se calcular as intensi-
dades Iy e I, nao o zero do isntrimento de medida, mas o minimo e o maximo que o polarizador permite
para a luz incidente, antes de passar pelo cristal. Se a falha do polarizador nao for muito grande, este recurso
funciona adequadamente
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Nesta parte do livro descrevemos alguns assuntos que s@o necessarios para a compreensdao da parte tedrica. Os
primeiros capitulos tratam principalmente de assunto tedricos e os tltimos sao de carater pratico e experimental.
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Apéndice A

Delta de Dirac

Trataremos da distribuicao “delta de Dirac” e de outras distribuiges e/ou fungoes associadas.

A Delta de Dirac d(z) ¢é uma distribuicdo, caracterizada pelo conjunto de fungbes que verificam as seguintes
propriedades:

1. §(0) = 0
[X]
2. [ 6(z)dz =1 para qualquer valor de |X]|
—1X]

Essas propriedades indicam que d(x) tem que ser uma fungao infinitamente estreita. Nesse caso ainda, se temos uma
funcdo f(x) bem comportada e continua no intervalo de integragao, verifica-se que:

/ F(@)(x) dz = £(0) (A1)

entdo podemos verificar que §(z) é a unidade no produto de convolugao:

F(a) *6() = / J(E)5(x — €) de = F(x) (A3)
e que
J(@) % 8z — 20) = f(z — 20) (A1)

Verifique que sao Deltas de Dirac (entre outras) as expressoes:

o(x) = /61271'1/23 dv

0(t) = lim arect(at)
0(x) = lim a sinc(ax)

—ra’x’
0(z) = limae

oo 09 2 2
NOTA: [ de:ﬂava J e T =1/Va® para a: real

— o0 — o0
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A.1 Pente de Dirac

Trata-se de uma soma infinita de deltas de Dirac assim

N=oco

I (z) = Z o(x — N) N : inteiro

N=—o0

A.2 Funcao Degrau ou de Heaviside

E definida como

1 z>0
U(z)= 1/2 xz=0
0 z <0

APENDICE A. DELTA DE DIRAC



Apeéndice B
Transformada de Fourier

Podemos definir a Transformada de Fourier (TF) sem o fator 1/4/27 na frente da integral, desta forma
F(v) = TF{f()} = / Ft) e 2T g4 (B.1)
—oo
para que a expressao fique simétrica com a da Transformada de Fourier inversa

FO) =TF HF)Y = | F(v) ™ av (B.2)

é\S

respectivamente, no “2” na exponencial.

W

Assim, a TF direta e inversa se diferenciam apenas pelo sinal “+” ou

B.1 Propriedades
Definindo
G(v) =TF{g(t)}  H(v)=TF{h(t)}

Verifique as seguintes propriedades da transformada de Fourier [11]:

1. LINEARIDADE

TF{a g(t) + b h(t)} = aG(v) + bH (v) (B.3)

2. SIMILARIDADE

TF{g(at)} = ﬁcwm (B.A)

Para verificar esta propriedade, escrevemos

i at) 12Tt _ 1 i at) e~ 2m(w/a)(at) 4.
[ stan a = o [ ata a(at)
_ ﬁ / g(#) 2T w/a)(t) gy — ﬁG(u/a) (B.5)

3. TRANSLACAO
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TF{g(t — to)} = G(v) e~ 2™to

o que se demonstra escrevendo

/ g(t _ to) e—'L2ﬂ'Ut dt — €_Z27Tl/to g(t _ to) e—Z27TIJ(t — to) d(t _ to)
—oo

— 00
oo
_ 6—1271'1/250 /g(t') 6—1271'1/15' dt,:G(V) 6—1271'1/150

4. Teorema de Parseval

/:o|g<t> & dt=/:°|c<u> P av

Para demonstrar esta propriedade escrevemos
—+oo —+oo
2 *
[ lsFa= [ e

e o termo da direita resulta ser

oo

too [SS) 9 [SS) too
/ dt/G(l/)eZQﬂ-Vt du/G({)* ¢ 12mét d¢ = /G’(y) dy/G({)*dy/ el2ﬂ(7/—‘£)t dt

— o0 — 00 — 00

mas sabendo que

resulta ser

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

que substituido na Eq.(B.9)nos da o resultado procurado Verifique que a relacdo de Parseval representa a con-

servagao da energia.

5. CONVOLUQAO A TF do produto de convolugao (vide 5.80 e néo confundir com “correlagao”) de duas fungoes

g(t) e h(t) resulta ser

+oo
TF{g(t) « h(t)} = G(v)H(v) onde g(t)x* h(t) :/ g()n(t — £)dg
Para provar esta propriedade escrevenos
/ e 2TV gt / g(Eh(t—€) ¢ = / 9(&) d / At - &) e ™ ar

—oo

6. DUPLA TRANSFORMADA DE FOURIER

TF{TF{g(t)}} = g(—t)

(B.12)

_ / g(©)Hw) e 2™ qe = H(v) / g(€)e2™E qe — G H(v)

(B.13)
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Seja

! !
/6—227rt dy/g(t)e_ﬁmjt di = /G(u)e_lzmlt dv

o que demonstra o teorema.

B.2 Funcoes especiais

Nesta se¢ao estao indicadas as transformadas de Fourier de algumas fungoes especiais muito utilizadas em Optica.

B.2.1 Funcao “Retangulo”

Essa fungao esta definida assim:

rect(z) = 1 |z (< 1/2 (B.14)
= 0 |z |>1/2 (B.15)

e sua TF vale
TF{rect(z)} = sinc(f) (B.16)

sendo que a fungédo “sinc” é definida como

sinc(f) = Sin;;f ) (B.17)

Demonstre que

TF{sinc(f)} = rec(—xz)

B.2.2 Funcao “triangulo”

A fungao “triangulo” é definida como:

Az) = 1—|z| |z <1 (B.18)
= 0 |z |>1 (B.19)
Verifique que:
(a) A(x) = rect(z) * rect(x)
(b) TF{A(x)} = (sinc(f))*
B.2.3 Funcgao “circ”
A fungao “circulo” estd definida como
circ(%) = 1 para r<R (B.20)
= 0 para r> R (B.21)

onde r=+\/x%+y? (B.22)

e sua Transformada de Fourier vale [40]

R (ZTPR/J) p=VIE1 ]2 (B.23)

onde J; é a fungdo ordinaria de Bessel de ordem 1.
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B.2.4 Gaussiana

A TF de uma gaussiana é outra gaussiana. Para que fique numa forma simétrica, podemos escrever
oo
—rz? —rz® —2nxf —7f?
TF{e = e e Tde=e "7 (B.24)
— 00

A relagado acima pode ser provada, primeiro mostrando que

/ e_x2/2 de =v2n (B.25)

para o que a elevamos ao quadrado, e resolvemos

2

2 2 2 2, 2
/e_x /2 4z :/e_x /2d:c/e_y /2dy:/e_(x +y)/2d:cdy:
27 oo

2
://e"” /21 dr do = 2r (B.26)
[

de onde concluimos a validade da Eq.(B.25). Agora vamos calcular

5 2 2 2
/e_‘” /2—"$dx=/€_(m+n) 22 4y = 2m e /2 (B.27)

E possivel provar [40] que a Eq.(B.27) vale para n complexo, e ndo apenas real. Se nessa equacao escrevemos
n =&, ela fica assim

/ e_x2/2 T gy = \/%6_52/2 (B.28)

—o0

e fazendo um cambio de varidveis, chegamos a Eq.(B.24).

B.2.5 Funcgao Degrau

Ela estd definida em sec.A.2 e sua transformada de Fourier vale

—1

B.2.6 Funcao “pente” de Dirac
A funcao “pente” de Dirac estd definida como
N=+4oc0
MI(t)= Y  6(t—N) N inteiro
N=—oc0

Verifique que sua Transformada de Fourier também é um “pente”:
TF{INI (¢)} = III (v)
Para a demonstracao acima, leve em conta que

sin(aN + a/2)

1/2 4 cosa + cos2a + ... + cos Na = 2sin(a/2)
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B.3 Relacoes de incerteza na transformacao de Fourier
Seja

+oo .
F(t) = / F(v) 2™t 4y
,Jroo ,'
F(v) = / Ftye 2TVt gy
onde podemos definir as respectivas larguras Av’ e At’ assim:

[T f()at
£(0)

At =
L

00 00
FO)] = | / F)dv|  |F(O)| =] / F(o)a

A partir das equagoes acima é facil mostrar (vide Fig.B.1) que

—h
o
(o]
ot
1
—
=
e

I
9&&&@@%&#&

I
!

Figura B.1: Funcao equivalente para o cdlculo da largura

Analisemos o caso concreto da expressao de v(7) nas Eq.(4.11) e Eq.(4.12). Neste caso nao é interessante calcular

a largura em termos de
+oo
[
—o0

mas a largura do médulo de (7) (representado pela envolvente de R{~(7)} na Fig.4.11), ja que é ele quem define
a visibilidade (veja Eq.(4.9)) das franjas. Nesse caso devemos calcular

N [ f@) at
[F(0) ]
+oo
N, L [P0 [
[F(0) |
AtAv > AUAV =1
= AtAv>1 (B.30)

Medindo a largura da envolvente na Fig.4.11 concluimos que At = 7, e entdo Av > 1/7,.
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Apéndice C
Teorema de Bernstein

Trata da derivada de fungoes de espectro limitado

B intuitivo aceitar que se o espectro de uma fungdo nao inclui freqiiéncias superiores a um determinado valor limite,
essa fungdo ndo pode mudar arbitrariamente rapido. E isso o que estabelece matematicamente o teorema de Bernstein
[5].

Seja uma fungdo g(z) com espectro de Fourier G(f) limitado, isto é, definida no intervalo —B/2 < f < B/2, em
cujo caso podemos escrever

+B/2 )
g(fv):/ a(p) e gy (C.1)
—-B/2
cuja derivada vale
+B/2 .
J'(z) = / i2n fG(f) 2T a f (C.2)
—B/2
que pode se escrever assim
+B/2 _Z'ﬂ-_f Zﬂ-_f .
g'(x):/ i2nfe B ¢ B G(f) 2T qy (C.3)
—B/2

. f
L
A fungao i2rfe B sendo também limitada no mesmo intervalo que G(f), pode ser escrita como uma série de Fourier
[41] complexa

_iTr_f +o0 in27rf

i2nfe B = Z ane B (C.4)
com os coeficientes

+B/2 . .

a = = ionfe I/ B —i2mnf/B 4y (C.5)
B —B/2
(142n)7 cos[(1/2+4n)w]—2sin[(1/2+4n)~x]
= 2B (1+2n)2n) (C.6)
4B

a V' (1)

Assim resulta:

+B/2 [ + . . .

J(z) = / < Z aﬂ@mQﬂ'f/B) emrf/B—i—zQﬂ'fo(f)df (C.8)
—B/2 n=-—oo
400 +B/2 0 + 2n +1 o0

TEIEED ST IRV RS SRS (©9)
+OO n

J@ = %g(x+22;1) (C.10)
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Obtemos assim uma expressao para g’ em fungao de valores eqiiidistantes da fungdo g. Seja M(g) o limite superior do

médulo da fungao g(z):

e sabendo que

podemos concluir entao que

(C.11)

(C.12)

(C.13)



Apéndice D

Teorema de amostragem de
Whittaker-Shannon

Estuda a forma de amostrar imagens ou fungoes continuas sem perder nenhuma informagao sobre elas.

D.1 Amostragem

Seja a funcao de 2D g(z,y) cuja amostra estd representada por

= Z Z 0(x/X —n,y/Y —m) g(nX,mY) (D.2)

onde n e m sao inteiros. Calculando a Transformada de Fourier

Go(farfy) = XY IU(Xfo,Y fy) % G(far fy) (D.3)
= XY > > Glfa—n/X, fy —m/Y) (D.4)

n—=—oo m=—oo
que significa a repeticao do espectro da funcao amostrada, no espaco de Fourier, como illustrado na Fig.D.1, onde fica

claro que, se a largura (A,, Ay) do espectro é menor que o espagamento (1/X,1/Y") entre eles, ser/’a possivel recuperar
0s espectro completo e assim reconstituir a funcao original sem perda de informagdes.

e
/Y

Ay ¢ @D-D-ap-ap-adp-ar-@»

PPPOPOOD
> Ax
17X

Figura D.1: Idealizacao da Eq.(D.3) mostando a repeti¢ao do espectro no espaco 2D de (fs, fy)
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D.2 Recuperando a informacao

Para recuperar a informacao, utilizamos um filtro no espaco de Fourier, da forma

H(fe, fy) = rect(fo/ Az, fu/Ay) (D.5)
que aplicado no espago de Fourier, recupera o espectro original
G(far fy) = H(fo, fy)Gs(fas fy) (D.6)
A funcgao original é obtida pela transformagao inversa
g(,y) = TF {H(fo, f,)} * TF G (fo, f)} (D.7)
= AzAy[Sinc(Agm, Ayy)] + [ (z/X,y/Y)g(z,y)] (D.8)
= AzAy i mio g(nX,yY)Sinc(Az(z — nX), Ay(y — mY)) (D.9)
O caso limite corresponde & condigao
X =1/A; Y =1/Ay (D.10)
em cujo caso temos
9@, y) = Auly Y D g(n/As,m/Ay)Sine(Au(z — /D), Ay(y —m/Ay)) (D.11)

n=-—o0 m=-—0oo

Em conclusao podemos dizer que é possivel amostrar uma fungao (ou imagem) de forma tal que a fungao (ou imagem)
em questao contenha toda a informagao original. Para isso basta que o intervalo de amostragem (X e Y') seja menor ou
igual que a inversa da largura espectral (A, e Ay) correspondente.

A recuperacao integral da informacao original dependera do filtro utilizado para isso. Em nosso caso particular, onde
utilizamos um filtro “rectangulo”, a recuperacao ocorre utilizando uma fungao de interpolagao “Sinc” entre os pontos da
amostragem.

D.3 Conteido da informacao

Baseados nos resultados acima, podemos calcular o conteido de informagdes contidas numa imagem ou numa funcao.
De fato, o conteido deverea estar dado pelo minimo nimero de amostras possiveis capazes de recuperar integralmente o
contetido original. Para o caso de uma fotografia em 2D com dimensoes L, e L, e com espectros de Fourier com larguras
A, e A, respectivamente por exemplo, o conteido serd

C = (LaDn)(LyAy) (D.12)

onde o produto “largura espacial xlargura de banda” carateriza o contetido de informagoes para cada dimensao.

D.4 Consideracoes

A representacao de uma fun¢ao amostrada por meio da Eq.(D.1) merece algumas reflexdes. Essa forma de se representar
pontos discretos de uma fungéo pode parecer algo extranha pelo fato de que o valor em cada um desses pontos vale afinal
700", mas devemos lembrar que a integral num intervalo infinitamente pequeno ao redor de cada um desses pontos nos
da afinal, o valor mesmo da fungdo em cada ponto g(nX,mY’). Por isso essa forma simbolica de se representar a funcao
amostrada é aceitavel.



Apéndice E

Processos Estocasticos

E.1 Variavel aleatodria

Uma varidvel aleatéria (VA) é uma varidvel real X, definida a partir de uma “atividade” £ (pode ser jogar dados, por
ex.), tal que para cada resultado ¢ dessa atividade, lhe é atribuido um valor real X (§) com as seguintes propriedades:

e O conjunto X < z é um evento na atividade £

e E nula a probabilidade P{X} dos eventos X = 0o e X = —00, ou seja

P{X =00} =P{X=—-00}=0 (E.1)

E.1.1 Funcao distribuicao

Dado um numero real x, o conjunto X < z, formado por todos os resultados £ tais que X(¢) < x, é um evento em €.
Chama-se “fun¢ao distribui¢do” da VA X a

Fx(z) = P{X <z} definida para todo —oo <z < oo (E.2)

E.1.2 Densidade de probabilidade

Chama-se assim a derivada

px(z) = dF;(m(x) (E.3)

Exemplo

Nossa atividade £ serd jogar ao ar uma moeda, com dois resultados possiveis: cara ¢ ou numero n, ou seja que o dominio
do & serd: D = {¢,n} com as probabilidades

D={cn} Pl=p Pn)=g¢ (E.4)
e definimos a variavel aleatéria, por exemplo, como:
X(c)=1 X(n)=0 (E.5)

e escrevemos sua funcédo de distribuicao assim:

Fx(z)=4 q para 0<z<1 (E.6)

1 para z>1
0 para z <0

A densidade de probabilidade serao entao

px(z) = { 46() (E7)
0 para x#0 e z#1
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E.2 Processos Estocasticos

Se temos algum experimento £ (pode ser jogar uma moeda, ou dados, por ex.) capaz de dar um resultado £ que permita
lhe ser associado (seguindo alguma regra bem definida) uma funcao, real ou complexa, do tempo

fe(t) (E.8)

podemos formar assim uma familia de func¢oes, com uma fungao para cada &, e esta familia é o que se chama um “processo
estocdstico”, onde £ pertence ao dominio £ e t ao dominio (eixo do tempo, neste caso) dos numeros reais. Essa funcao
pode representar:

e uma familia de funcgoes, para t e £ variaveis

e um simples funcao do tempo, para & fixo

e uma variavel aleatodria, para t fixo e £ variavel
e um numero, para t e & fixis

No exemplo de jogar uma moeda, podemos definir um processo estocastico bem simples, assim

X¢(t) =sint para =c (E.9)
Xe(t) =sin2t para £=n (E.10)

E.2.1 Estatistica de primeira e de segunda ordem

Para um processo estocastico, a fungdo de distribuicao vai em geral depender também do tempo ¢ e serd escrita assim
Fx(x:t) = P{X¢(t) < o} (E11)

A funcao Fx(z;t) serdo chamada de “distribuigdo de primeira ordem” do processo X¢(t) e a correspondente densidade
de probabilidade sera obtida similarmente

de(l’7 t)

= (E.12)

px(z;t) =

Dados dois instantes t1 e t2, considerando as variaveis aleatérias correspondentes X (t1) e Xe (t2), podemos calcular
a fungao distribui¢do conjunta

F(:Chwz;thtz) = P{Xé(h) S £C17X5(t2) S 502} (E.13)

que serd chamada “fun¢ao de distribuicdo de segunda ordem” com su correspondente densidade (também de segunda
ordem)

sz(l’1, xa;t1, tz)

p(w17$2;t17t2) = (E14)

d:z:ld:cg
Note que
F(z1,005t1,12) = Fzisth)  plaaita) = / f(x1,225t1,t2) dos (E.15)

E.2.2 Valor médio e autocorrelacao

Valor médio 7(t) de um processo X(t) é o valor esperado da varidvel aleatéria x(t)
n(t) = B{X(1)} = 70 z ple;t) da (E.16)
que é, em geral, fungdo do tempo. A autocorrelagao I'(¢1, t;)oodo processo X(t) é
D(t1,t2) = E{X(t1)X(t2)} = 7m1m2 p(x1, x2;t1,t2) doy das (E.17)

que serd fungao de t; e de to.
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E.2.3 Processos estacionarios

e No sentido estrito:
Um processo X () chama-se “estaciondrio”, no sentido estricto, se sua estatistica nao é afetada por um delocamento
no tempo, ou seja que

X(t) e X(t+7) (E.18)

tém a mesma estatistica para qualquer 7.

e No sentido amplo:
A estacionariedade diz-se ser em sentido amplo, quando se verifica que

E{X(t)} = n = constante (E.19)
F(tl,tz) = F(T) T=to— 11 (EQO)

E.2.4 Ergodicidade e média temporal

O conceito de “ergodicidade”, em Teoria de Probabilidades, refere-se a possibilidade de se obter informagoes estatisticas
sobre um determinado conjunto, num momento dado, a partir de observacoes do comportamento de um elemento desse
conjunto ao longo do tempo. Se isso é possivel, dizemos que esse conjunto possui ergodicidade.

Vamos supor que queremos saber quais sdo os teatros mais concorridos, nas Sextas Feiras pela noite, numa dada
cidade. Podemos entao fazer um registro instantaneo da populacao da cidade, verificando, numa Sexta Feira determinada,
quantas pessoas estdo no teatro A, no teatro B, teatro C, e etc. etc. Podemos usar outra estrategia, escolhendo uma
pessoa dessa cidade, e verificando quais os teatros para onde ele vai as Sextas Feiras, ao longo de um periodo de tempo
suficentemente longo, por ex. um ano. Assim obtemos dois resultados diferentes: o primeiro nos da a estatistica do
conjunto de pessoas na cidade, num dado instante, equanto que o segundo nos da a estatistica de uma pessoa dessa cidade,
ao longo de um tempo adequadamente longo. O primeiro resultado pode nao ser representativo para um intervalo mais
longo de tempo, enquanto que o segundo, pode nao representar o conjunto da populacao da cidade. Um conjunto serd
ergodico, somente se ambos resultados coincidem.

A ergodicidade refere-se entdo ao problema da determinagdo da estatistica de um processo X(t) (estocdstico ou
randémico) a partir de um unico resultado £(t) (deterministico) desse processo.

E.2.4.1 Ergodicidade do valor médio

Seja um processo estocastico X(t), estaciondrio no sentido amplo, e por isso
oo
E{X(t)} = / z(t) px(x) dz =n constante (E.21)

Calculemos a média temporal de E{X(¢)}

T T
1 1 B
i g [ BOX@} = g [
-T -T
T o) oo T
o _ im
= Thj:ﬂooﬁ/ dt/m(t) px(z) de == /px(:c) dz Tlgﬂoo 2T/m(t) dt (E.22)

Sabendo que
/ px(x)dz =1 (E.23)

e substituindo acima, resulta

. 1
n= ThﬂmC><> 5T z(t) dt (E.24)
-T

O que prova que a esperan¢a matemadtica (valor médio) pode-se calcular como a média temporal para um processo
estocéstico estacionario em sentido amplo.



216 APENDICE E. PROCESSOS ESTOCASTICOS

E.2.4.2 Ergodicidade da Correlacao

No caso da ergodicidade da correlagao, sendo o processo estaciondrio em sentido amplo, temos que

Tt,t+7) = T(n)=FE{XWO)X({t+71)}

)

Calculando a média temporal temos

/ T1T2PX,,Xo (T1,22) dzy dae x1 = z(t) o =xz(t+71) (E.25)

r) = g g [ a= gin g [ Ex@X )
. 1
= TILmOO 5T dt T1T2pX, X5 (21, 22) dz1 dao
= ( ) doy dao i €1 () (t+ 1) dt
- PX1,X2(T1,T2) AT szLmoo o7 z(t)x T

mas sabendo que
/ / PX1,Xo (1’1, 1’2) d:c1 dxz =1 (E26)
resulta que
. 1
P(r)= lim — [ z(t)z(t+7)dt (E.27)

O resultado acima mostra que, como para o caso do valor médio, a “esperanga matematica” pode ser também substituida
pela “média temporal”, desde que os processos envolvidos sejam estacionarios.



Apeéndice F
Alinhamento de lentes

Em alguns casos é necesséario fazer um alinhamento preciso de lentes e para isso podemos usar o feixe de um laser como
referéncia numa montagem simples como a indicada na Fig.F.1. Nessa montagem temos que observar as manchas de luz
refletidas por cada uma das duas faces da lente, que no caso das figuras estao indicadas pelas reflexdes centras nas flechas
grossas que indicam o centro do feixe laser: a preta indica a mancha refletida na primeira face da lente e a vermelha a
refletida na segunda, apéds refragdo. Por outro lado, o feixe refletido na primeira face da lente forma uma frente de onda
esférica centrada no ponto A, enquento que a luz refletida na segunda face se focaliza no ponto B de onde parte outra
onda esférica; a interferéncia de ambas ondas, com diferente esfericidade, produz anéis de interferencia centrados na linha
A — —B. Quando a lente estd centrada e seu eixo éptico alinhado com o feixe laser, como ilustrado na Fig.F.8, ambas
manchas refletidas assim como o centro dos anéis ficam todos centrados com o eixo do raio laser, ou seja centrados no
furinho do anteparo da Fig.F.1, como mostra a fotografia da Fig.F.9. As diferentes situagoes possiveis estao ilustradas
nas Figs.F.2-F.6. Obviamente, quando queremos alinhar um sistema com vérias lentes, teremos que comecar pela mais
afastada do laser.
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/ LENTE

APENDICE F. ALINHAMENTO DE LENTES

LASER

ANTEFPARO
com furo

Figura F.1: Esquema da montagem utilizando um laser, um anteparo com um furo no centro, por onde passa

o raio laser, e a lente a ser alinhada

| . eixoéptico

Figura F.2: Esquema de uma lente nao centrada e
fora do eixo em relagao ao feixe incidente cujo eixo
central esta representado pela flecha mais grossa; a
luz refletida pela segunda face da lente estd indicada
por flechas vermelhas. O resultado sao duas manchas
luminosas (uma por cada superficie refletora) sepa-
radas, e o eixo dos aneis de interferéncia (na linha
A-B) também fora do eixo do raio incidente, como
mostrado na Fig.F.3

Figura F.3: Imagem observada no anteparo para o
caso representado na Fig.F.2; a mancha escura no
centro da fotografia indica o furo no anteparo, por
onde passa o feixe laser.



eixo optico
B L
“._ -"‘-"
T A

Figura F.4: Eixo éptico da lente paralelo ao raio laser
mas lente nao centrada no raio

eixo optico __.--

Figura F.6: Esquema mostrando uma lente com o
eixo 6ptico desalinhado e com uma das manchas re-
fletidas voltando sobre o feixe incidente.
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Figura F.5: Imagem observada no anteparo, numa
situagao como a representada na Fig.F.4, onde os
anéis estao centrados mas as manchas nao.

Figura F.7: Fotografia mostrando o caso descrito na
Fig.F.6



220 APENDICE F. ALINHAMENTO DE LENTES

-
- -
-

~ L.
~._~elxX0 optico
J"A “‘-,\

T

““'.

L~

b

Figura F.9: Fotografia mostrando a imagem para o
caso de uma lente alinhada e centrada, como indicado

Figura F.8: Esquema mostrando uma lente centrada )
na Fig.F'.8

e alinhada.



Apéndice G

Interferometro de Michelson.

G.1 Introducao

O interferémetro de Michelson, esquematizado na Fig.G.1, estd formado por dois espelhos (B e C) perpendiculares, um
divisor de feixe BS formado por uma lamina de vidro com uma das faces semi-espelhada, e uma lamina compensadora
COM que tem a mesma espessura de vidro que BS mas sem espelhamento. O feixe que se reflete no espelho C passa
duas vezes pela espessura de vidro do BS antes de chegar ao detector, enquanto que o outro, nenhuma. Como a lamina
estd inclinada para a passagem do feixe, isso produz uma aberrado na frente de onda; para que essa aberragdo nao
provoque deformacoes nas franjas de interferéncia, produzimos o mesmo defeito no outro feixe, colocado a lamina COM,
para que ele também passe duas vezes por uma lamina de vidro similar a de BS.

G.2 Ajuste do instrumento

Para os ajustes do aparelho se procede da seguinte maneira:

e Alinhar os dois espelhos e a lamina divisora de feixe do interferometro para que a luz chegando ao detector pelos
dois caminhos interferam formando franjas com o maior periodo espacial possivel. Isso significa que os dois espelhos
serdo ajustados o mais perpendicularmente possivel entre eles, para que os dois feixes emergentes, apds reflexdo nos
espelhos, sejam o mais paralelos possivel. Para isso sera utilizado um feixe laser direto de baixa poténcia, centrado
aproximadamente no meio dos espelhos, do BS e da COM. Cada um dos dois feixes sofre uma reflexao principal
num dos espelhos e varias reflexes nas interfaces dos vidros, mas muito mais fracas que a reflexdo principal. Neste

estagio é necessario fazer coincidir cada uma das reflexoes principais entre se, fazendo aparecer uma franja de
interferéncia visivel a olho nu. Isso garante a perpendicularidade mutua dos espelhos.

e Utilizando o mesmo feixe laser, mas agora suficientemente expandido (usando uma objetiva de microscopio, por
exemplo) como para iluminar uma boa parte da superficie dos espelhos, podemos afinar o ajuste da perpendiculari-
dade dos espelhos. Quando os espelhos estiverem perpendiculares, forma-se um sistema de franjas de interferéncia
de anéis circulares concéntricos (por que?) centrados na mancha luminosa. Lembremos que as franjas de inter-
feréncia com luz laser sao deslocalizadas, isto é, formam-se em todo o volume onde se superpoem as duas frentes
de onda, e isso por causa da grande coeréncia longitudinal (temporal) e transversal da luz laser. Por isso elas
podem ser projetadas e observadas em qualquer plano.

e Finalmente é necessario ajustar a posicao dos espelhos para que a diferenca de caminho 6ptico entre os dois espelhos
e o divisor de feixe seja zero, ou seja Lc = Lp na Fig.G.1, condi¢do que chamaremos de DCOZ. Quanto mais
préximo desta condigdo, maior serd o raio dos anéis de interferéncia circulares observados com luz laser expandida.
Por causa do tamanho limitado da mancha de luz projetada na tela de observacao, ou seja, pelo tamanho dos
espelhos e/ou divisor de feixe, este procedimento estd limitado pelo tamanho dos anéis que se podem observar.

e Para completar o ajuste de DCOZ entdo, precisamos utilizar fontes de luz com coeréncia longitudinal menor,
de preferéncia trocando as fontes por outras com coeréncia progressivamente menores, se possivel. Para isso,
colocamos os espelhos levemente fora da perpendicularidade para podermos observar franjas nao circulares mas
aproximadamente paralelas e suficentemente espagadas para serem facilmente vistas a olho nu. E substituimos
a luz do laser por outra com comprimento de coeréncia (longitudinal) menor. Dessa forma poderemos observar
franjas de interferéncia com a visibilidade (contraste) aumentando claramente na medida em que nos aproximamos
da DCOZ. Diversas fontes de luz (vide cap.I) podem ser utilizadas para isso:

— laser de diodo que pode ter uma coeréncia de alguns milimetros ou até centimetros,

— lampada de Na (s6dio) de baixa pressao que tem uma coeréncia longitudinal que pode chegar até 50 mm,
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Figura G.1: Esquema do interferometro de Michelson: B e C espelhos, BS beamsplitter de 30% de transmitancia
e de reflectancia e COM lamina compensadora com 10% de reflectancia em cada interfase.

— lampada de Hg (mercurio), também de baixa pressdo, com coeréncia bastante menor que a de Na, o que
dificulta o procedimento de ajuste,

— fonte de luz branca com um filtro interferencial, ou um LED, que podem apresentar 10 ou 20 nm de largura
espectral, que representa uma coeréncia longitudinal de apenas 10 ou 20 um, o que dificulta bastante o ajuste.

Quando, de uma forma ou outra, estejamos muito préoximos da DCOZ, o ajuste mais fino pode ser feito com uma
luz branca que tem uma coeréncia de 2 ou 3 pm e onde o ajuste perfeito fica evidenciado por uma franja central
preta (por que preta?), de muito alto contraste.

Na utilizagdo de fontes de luz diferentes de um laser, que sdo geralmente extensas, devemos levar em conta que elas
tem coeréncia longitudinal, mas praticamente nenhuma coeréncia transversal. Isso significa que com essas fontes nao
serd possivel obtermos franjas deslocalizadas: elas poderao ser vistas a olho nu ou entao serem focalizadas num plano
com o uso de uma lente, como ilustrado na Fig.G.2.
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Figura G.2: Franjas de interferéncia com fonte de luz monocromaétrica extensa sem coeréncia transversal. O
esquema da esquerda mostra o interferometro de Michelson iluminado com uma fonte de luz monocromatica
extensa, sem coeréncia transversal. O espelho B é mostrado na figura, na forma de sua imagem pelo BS, para
facilitar a interpretacdo da formagao de franjas de interferéncia com fonte extendida. As imagens da fonte
refletidas nos dois espelhos se superpéem no plano imagem (ou na retina do olho) mediante o uso de uma lente
(ou cristalino do olho). No esquema da direita mostra-se a diferenca de caminho 6ptico dos dois raios, saidos do
mesmo ponto S da fonte, se refletindo em cada um dos dois espelhos (real e imagem, ambos quase paralelos) e
focalizados no plano imagem pela lente. Nesse plano, localizado, se observam as franjas de interferéncia geradas
pelos dois feixes.
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Apeéendice H

Fotodiodos

Os fotodiodos sado esencialmente interfaces semicondutoras tipo n-p. As vezes coloca-se uma camada intermedidria
intrinseca dando origem as estruturas p-i-n. A fungédo da camada “i” é a de aumentar a espessura da chamada “camada
de deplegao” para permitir que maior quantidade de pares elétron-buraco seja gerada nesta camada para se mover sob
agdo da barreira de potencial dando assim uma resposta maior e mais rdpida & agdo da luz; A corrente direta 7 (ao longo
do sentido do campo aplicado V') estd relacionada & tensao direta V' de bias pela equacao

i=io(V/kBT/e) )y i i =KI (H.1)

onde I representa a irradiancia sobre o fotodiodo, K é uma constante que depende do comprimento de onda e do préprio
diodo e i, é a chamada corrente reversa de saturacao.

H.1 Regime de operacao
Os fotodiodos podem ser usados em regime fotovoltaico (Fig.H.3) ou fotoconductivo (Fig.H.4) como serd discutido a

seguir.

H.1.1 Regime fotovoltaico
O regime fotovoltaico, indicado na Fig. A da Fig.H.3 pode ser descrito pela equacao
V/Ry = io(V/kBT/€) _ 1y 1 (H.2)

mostrando uma relacdo nao linear entre a irradiancia I e a tensdo V resultante na resisténcia de carga Ry. A resposta
se aproxima da linearidade somente para V < kgT'/e, ou seja, para um sinal pequeno. No esquema mostrado na figura
B da Fig.H.3, que 4 a chamada operagao em circuito aberto, ha uma relacao logaritmica entre I e a tensao de saida V:

0=iy(eV/(ksT/e) _qy gy oy kT (KL (H.3)

e o

O terceiro esquema C na Fig.H.3 mostra a chamada configuracdo em curto-circuito onde a corrente é proporcional a I.

i=io(e) — 1)~ KI  i=—KI (H.4)

H.1.2 Regime fotoconductivo

O modo fotocondutivo mostrado na Fig.H.4, onde se aplica uma tensdo de bias reversa Vg, é descrito pela relacao

V —-Vg
YV i(eksT/e) _1y_ k1 (H.5)
L
14 .
Para Vg >V = R ~ —1, — KI (H.6)
L

onde i, é o ruido, termo éste que nao aparece na operagao fotovoltaica em curto-circuito. Fotodiodos em modo foto-
condutivo sao portanto mais ruidosos mas sao mais rapidos porque o voltagem de bias reverso reduz a capacitancia da
camada de deplegdo e por isso a constante de tempo RC' é proporcionalmente reduzida.
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Figura H.3: Fotodetector: modo fotovoltaico. A Fig. A mostra a operacdo com uma carga Ry, a Fig. B mostra
a operacao em circuito aberto e a Fig. C mostra a operagao em curto-circuito
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Figura H.6: Amplificador operacional com feedback

H.2 Amplificadores operacionais

Estes dispositivos permite utilizar os fotodetectores em regime de curto circuito, nos beneficiando assim da linearidade
da resposta ilustrada pela Eq.(H.4) e ao mesmo tempo permitir a amplificagdo dos sinal via resisténcia de carga, como
ilustrado na Eq.(H.2). Por causa destas vantagens, muitos fotodiodos ji vém como circuito integrado com um amplificador
operacional (OPA) embutido.

H.2.1 Uso dos Amplificadores Operacionais

A Fig.H.6 representa um amplificador operacional com feedback, cujas caracteristicas tedricas devem ser

R; ~ o0 (H.7)

Ro =0 (H.8)
=-V,/Virx (H.9)
Vi~ 0 terra (H.10)
Rs pequeno (H.11)

Nessas condicoes podemos calcular a corrente ¢ na resisténcia de realimentacao Ry

Vim Vi _ Vi-V,

i ioN R (H.12)
_ Vs -I-R‘S/O/A _ —Vo/;f— Vo (H.13)

concluindo que a tensao de saida serd
Vo~ —Ryi (H.14
G=V,/Vs = —Rs/Rs (H.15)

Sabendo que

Rin = Vi/i (H.16)
Z._W—Vo:‘/i-l-A‘/i:wl-&-Az%A/Rf (H.17)
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concluimos também que
Rin ~ Rf/A=0 (H.18)

Com essas caracteristicas, o amplificador operacional com realimentacao é ideal para ser conectado na saida de um
fotodiodo operando em modo fotovoltaico em curto-circuito como ilustrado na Fig.H.3C. Nessas condicoes o fotodiodo
estard em curto-circuito, pois a resisténcia de entrada ao amplificador Rin ~ 0, dando na saida uma tensdo amplificada
no valor V, = iRy, com uma resisténcia de saida R, ~ 0 o que é muito conveniente para ser medido num voltimetro.
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Apéndice 1

Fontes de luz

Neste capitulo faremos uma breve descricao das fontes de luz mais utilizadas. O leitor interessado em informagoes mais
detalhadas deverd procurar a ampla literatura especializada existente sobre este assunto.

I.1 Lampada de filamento incandescente

A fonte de luz mais simples é formada por uma lampada de filamento incandescente cujo espectro de radiagao (medido
com um fotodetector de Silicio), aparece na Fig.I.1. Esse espectro se pode aproximar ao do chamado “Corpo Negro”,
que responde & formulacao de Stefan-Boltzmann modificada por Planck

2
87r;/ hv (L1)
c ehl//kBT _1

onde v = ¢/\ e os outros pardmetros sdo os usualmente utilizados. Os espectros calculados para T=5780K e para
T=3000K mostram-se na Fig.[.2 onde fica claro que quanto maior a temperatura 7', mais se desloca o pico do espectro
para comprimentos de onda menores. Por esse motivo é interessante aumentar 7' ao maximo possivel e para isso se
adiciona halogénio na lampada, cuja fungao é a de reagir com o W do filamento evaporado e depositado sobre as paredes
da lampada, formando um composto gasoso que, ao entrar em contato com o filamento quente se decompde depositando
novamente o W sobre o filamento. Assim a lampada pode operar a temperatura mais alta sem que o W do filamento
se evapore rapidamente. O espectro da lampada estd também limitado pela transmitancia do invélucro, geralmente de
quartzo, que tem boa tranmitancia apenas na faixa 160-200 até 2500 nm. O vidro BK7 em cambio, deixa passar luz
numa faixa mais restrita: 300 até 2500 nm. Por se tratar de fontes de luz de grande largura espectral, é claro que sao
fontes com pequeno comprimento de coeréncia, como se pode deducir da relagdo entre larguras de I'(7) e S(v) estudada
na sec.4.2.2.

.2 “Light-emitting diodes” LEDs

Sao dispositivos semicondutores que emitem luz, sendo que alguns deles podem emitir luz quase monocromatica, como
ilustrado no gréafico da Fig.1.3 cuja largura espectral é de 40 nm mas que pode chegar até 10 ou 20 nm. Esses dispositivos
sao objeto de estudo detalhado na parte experimental no capt.16 deste livro. No mercado existem LEDs com picos
espectrais cobrindo quase toda a faixa do IV ao UV préoximos e sdo muito uteis para realizar experimentos que nao
precisem de muita coeréncia temporal.

1.3 Lampadas de descarga: Na e Hg

Trata-se de lampadas contendo gases (os mais comuns sendo Na e Hg) que ao serem excitados por descargas elétricas
emitem diferentes linhas espectrais. No gaso das lampadas de vapor de Hg (vide Fig.1.4), a linha mais utilizada é a verde
em A = 546.1 nm, que pode ser separada das outras por meio de filtros de banda larga. No caso das lampadas de Na, as
linhas mais conhecidas s@o o dublete em 589.0 e 589.6 nm. As lampadas de vapor em alta pressdo tem a vantagem de
emitir mais luz (pois é maior a quantidade de 4tomos confinados para emitir) mas em contrapartida, o comprimento de
coeréncia é menor que nas de baixa pressdo por causa da maior frequéncia de colisbes entre os atomos, o que diminui o
tempo médio da cada pulso e assim alarga o espectro, como fica evidente no caso do Na na Fig.[.5 onde o dublete nao
se distingue na linha larga em A &~ 590 nm. A linhas espectrais das lampadas de baixa pressd@o apresentam uma largura
(além da intrinseca devido & largura dos niveis atémicos entre os quais ocorrem as transigdes eletronicas que geram a
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Figura I.1: Espectro de uma lampada de filamento in-
candescente de halégeno, medida com detector de Si.
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Figura 1.2:  Radiagdo de corpo negro calculada para
T=5780K (temperatura do Sol) curva vermelha na es-
querda, e para T=3000K (temperatura mdzima para o fi-
lamento de lampada de halogénio) curva azul na direita,
amplificada 10 vezes.
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Figura 1.3: Espectro de LED centrado em 470 nm com largura d meia altura de 40 nm

Mercury Vapour Lamp Spectrum

Relative Spectral Power

Zor & g RED £
3 o g 2

3
Wavelength In Nanometers

vioLer BLue 2F  cREEn§

Figura 1.4: FEspectro de lampada de mercurio de alta
pressao

High PresureSodium (HPS) Lamp Spectrum

Relative Spectral Power

AL

i
2 ereong 2o g rED E 3

2 g wouEr g BwE g

Figura .5: Espectro da lampada de sodio de alta pressdo.



I.4. LASER 233
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Figura 1.6: Espectro de laser de diodo em 676 nm alimentado com 70 mA.

emissao da luz) devido ao efeito Doppler e que depende da massa do dtomo e da temperatura em que ele opera e que
vale [16]

2ksT

Avp =2 —_—
VD Vo M2

In2 (I.2)

e que para o caso do Na(A=23) & T=300K para A = 589 nm vale Avp = 1.50 x 10° Hz o que equivale a A\ ~ 0.002
nm e que representa um comprimento de coeréncia de pelo menos 20 cm.

I.4 Laser

s Sao fontes de luz muito especiais que se baseiam no efeito chamado de amplificacdo da luz por emissao estimulada
da radiagdo (Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation) e que, por meio de uma inversido da populacao
excitada de dtomos confinados numa cavidade ressonante, estimula a emissao sincronica de forma a se obter muitos pulsos
em fase, formando um pulso coerente que pode chegar a varios kilometros de comprimento, dependendo da tecnologia
envolvida no instrumento. A inversdo da populagdo consegue-se por meio de descargas elétricas ou por iluminagao intensa
e essa inversao permite estimular a emissao sincronizada. A cavidade ressonante (formada por dosi espelhos) permite
selecionar uma tnica freqiiéncia (similarmente & ressonancia num interferémetro Fabry-Perot) dentre as multiplas que
podem ser produzidas pelos dtomos excitados. A Fig.1.6 mostra o espectro de um laser de estado sélido (diodo) centrado
em 676 nm, com largura espectram menor que 1 nm. Os lasers de cristais ou de gazes podem ter larguras muito menores.
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